Hoofdstuk 1

Euclidische meetkunde

Meetkunde is een van de oudste stukken van de wiskunde. Alleen rekenen is nog ouder. Meer
dan 2000 jaar geleden waren er al meetkunde-boeken. Een van de oudste is héél bekend. Het
is het boek ‘Elementen’ dat werd geschreven door Euclides, in het Grieks. Euclides leefde in
Alexandrié, in Egypte vlak bij de Middellandse zee, ongeveer 300 jaar voér het begin van onze
jaartelling. Heel lang, tot ongeveer 1970 was de meetkunde die op de middelbare school geleerd
werd, bijna hetzelfde als die je in de ‘Elementen’ van Euclides vindt. Daarna hebben onderwijs-
deskundigen de schoolwiskunde veranderd. Dat was jammer, want Euclides schreef zijn boeken
zodat je heel duidelijk kon zien hoe de wiskunde bedoeld is en hoe de wiskunde in elkaar zit. Nu
zijn de wiskunde-schoolboeken meer een soort puzzle-boeken en lijkt de wiskunde alleen maar
op een verzameling trucjes.

Euclides liet zien dat de echte wiskunde vaste spelregels heeft (net zoals bij een spelletje). Er
zijn drie regels waaraan je je houden moet: (1) als je woorden gebruikt moet je eerst afspreken
wat je er precies mee bedoelt; (2) dan maak je nog een paar afspraken (spelregels) waarover je
het met elkaar eens bent; en daarna (3) gebruik je alleen maar je logische verstand om te zien
wat het gevolg is van de afspraken die je gemaakt hebt.

Een afspraak wat je met een woord precies bedoelt noem je in de wiskunde een definitie of
een bepaling'. De spelregels waarover je geen ruzie meer maakt noem je in de wiskunde azioma’s.

Eén van de leuke dingen van de wiskunde is dat je daarmee goed je logische verstand kunt
oefenen en dat je kunt zien hoeveel je wel niet te weten kunt komen door alleen maar je verstand
te gebruiken.

Wanneer je naar andere vakken kijkt, zoals biologie of natuurkunde of aardrijkskunde, dan
zie je dat wiskunde veel verschilt van die andere vakken. Die ander vakken kijken hoe de wereld
in elkaar zit en daar leer je dan van alles van. De echte wiskunde kijkt alleen maar naar zijn
eigen afspraken en spelregels en maakt daar -stapje voor stapje- een heel bouwwerk van. Alle
wiskunde is dus door mensen bedacht, en je kunt het zelf ook bedenken.

Biologie en natuurkunde zoeken wat de regels zijn van de natuur om ons heen, maar wiskunde

is een bedenksel dat begint met het uitkiezen van woorden en een paar (spel)regels. En daarna

zoek je alleen maar uit wat daar dan logisch het gevolg van is?.

10m uit te leggen wat je bedoeld heb je natuurlijk woorden nodig. Je moet dus eerst genoeg taal kennen.

2Biologie, natuurkunde, enz., heten inductieve wetenschappen, omdat je er de kennis aan de werkelijkheid
ontleent (uit het bijzondere het algemene afleidt). Wiskunde heet een deductieve wetenschap, omdat je de kennis
zelf opbouwt (uit het algemene het bijzondere afleidt: de kennis volgt uit de axioma’s).
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1.1 Inleiding

1.1.1 Begin

De meetkunde is de wiskunde die zich bezighoudt met vormen, zoals punten, rechte lijnen, kromme
lignen, cirkels, vlakken, kubussen, enz.. We gaan dat nu op een echte wiskundige manier aanpakken
en we beginnen met bepalingen (ook wel definities genoemd) om af te spreken wat we met bepaalde

woorden precies bedoelen.
Bepaling 1.1.1. Een lichaam is een begrensd deel van de ruimte.

Voorbeeld 1.1.2. Een bol. Een cylinder.

Bepaling 1.1.3. Een oppervlak of een viak is de begrenzing van een li-
chaam.

Voorbeeld 1.1.4. Het bovenvlak, ondervlak of het zijvlak van een cylin-
der. Een bol

Bepaling 1.1.5. Een [lijn is de grens van een oppervlak.

Voorbeeld 1.1.6. De grens van het bovenvlak van een cylinder is een
cirkel.

Bepaling 1.1.7. Een punt is de grens van een lijn(stuk).
Een lijn is gedacht samengesteld te zijn uit punten.

Bepaling 1.1.8. Een figuur is een samenstel van lichamen, vlakken, lijnen
en punten. Deze behoeven niet allemaal voor te komen. Een cylinder

De eenvoudigste soort lijn die we kennen is de rechte lijn. Denk aan: een gespannen draad, een
zonnestraal of de rand van een lineaal. Tussen twee punten volgt de rechte lijn de kortste weg.

We moeten bij het opbouwen van de meetkunde uitgaan van een paar waarheden die we niet
behoeven te bewijzen, maar die iedereen als waarheid kan aannemen. Zo’n waarheid noemen we
een arioma.

Axioma 1.1. Door twee punten gaat één en slechts één rechte lijn. /
In de wiskunde zeg je meestal “één en slechts één” als je “precies

één” bedoelt. Axioma 1: rechte lijn
Voor het gemak bedoelen we in het vervolg met lijn altijd een rechte lijn. Als een lijn niet recht

is spreken van een kromme of gebogen lijn. We denken een rechte lijn altijd aan beide kanten
oneindig ver doorlopend.

Bepaling 1.1.9. Een punt verdeelt een lijn in twee halve lijnen.

Bepaling 1.1.10. Een lijnstuk is een stuk van een lijn, begrensd door twee van zijn punten.

Een lijnstuk kunnen we naar twee zijden verlengen. Vanwege Axioma 1.1 gaat dat verlengen
slechts op één manier.

Bepaling 1.1.11. Een plat vlak is een zodanig oppervlak dat elke rechte lijn die er twee punten
mee gemeenschappelijk heeft, er geheel in ligt.
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Een plat vlak is altijd tot in het oneindige uitgebreid te denken.

Uit axioma 1.1 volgt dat door 3 punten die niet op dezelfde lijn liggen er één en slechts één
plat vlak gaat. (Kun je zien dat dat waar is?)

De vlakke meetkunde houdt zich bezig met figuren in het platte vlak. Een ander woord voor
vlakke meetkunde is planimetrie. De meetkunde die zich bezig houdt met ruimte-figuren heet
stereometrie.

Twee lijnen die niet in een plat vlak liggen heten kruisende lijnen. Als twee rechten wel in één
plat vlak liggen, dan zijn er twee mogelijkheden:

1. ze snijden elkaar;

2. ze snijden elkaar niet: ze heten dan evenwijdige lijnen.

Als twee lijnstukken: AB en C'D op twee evenwijdige lijnen liggen dan noteren we dit als
ABJ/ CD.

Axioma 1.2. Door een punt P buiten een lijn ¢ gaat
één en slechts één rechte lijn evenwijdig aan aan £.

Bepaling 1.1.12. We zeggen: evenwijdige lijnen
hebben dezelfde richting. Axioma 2: evenwijdige lijn

1.1.2 Verplaatsingen en hoeken

We kunnen figuren in een plat vlak verplaatsen. Denk maar dat je het hele vlak verplaatst, de
figuren gaan dan mee. We hebben hierbij het volgende axioma.

Axioma 1.3. Bij verplaatsing gaat een punt over in een punt, een lijn over in een lijn, een
lijnstuk in een lijnstuk met gelijke lengte.

e
iy 1

Axioma 3: verplaatsing

Kies nu een lijnstukje als lengte-eenheid (bijvoorbeeld een centimeter). Met behulp van ver-
plaatsingen kunnen we dan elk lijnstuk een lengte geven. (“Een cm past tien maal in een dm”
krijgen we door die centimeter 10 keer te verplaatsen.) We geven de lengte van een lijnstuk AB
aan met AB. Als twee verschillende lijnstukken AB en C'D even lang zijn schrijven we AB = CD.
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Bepaling 1.1.13. Een cirkel is een vlakke, kromme lijn,
boogsegment waarvan alle punten een vaste afstand hebben tot een vast
punt in het vlak van de kromme lijn.

Bij een cirkel spreken we van het middelpunt, cirkelboog,
koorde, een punt op de cirkel, een punt binnen de cirkel,
een punt buiten de cirkel,

Bepaling 1.1.14. Twee halve lijnen [ en m met een ge-
meenschappelijk beginpunt P vormen een hoek. P heet het
1 hoek hoekpunt, en [ en m heten de benen van de hoek.
Ligt op [ een punt L en op m een punt M dan geven we
P deze hoek wel aan met ZLPM of (wat hetzelfde betekent)
m met /M PL.
Uit axioma 1.3 volgt dat een hoek door verplaatsing overgaat in een hoek.

Bepaling 1.1.15. Twee hoeken die door een verplaatsing in elkaar overgevoerd kunnen worden
heten gelijk.

Verschillende soorten hoeken

scherpe hoek met bisectrix rechte hoek inspringende hoek

uitspringende hoek

stompe hoek

gestrekte hoek

Bepaling 1.1.16. Een gestrekte hoek is een hoek waarvan de benen in elkaars verlengde liggen.
Een bisectriz (ook wel deellijn genoemd) is een halve lijn die een hoek in twee gelijke delen
verdeelt. Een rechite hoek is de helft van een gestrekte hoek.

Evenals bij lijnstukken kunnen we, als we een hoek-eenheid gekozen hebben, ook hoeken
meten. We kunnen dan ook hoeken optellen en aftrekken.

We noemen het F}o gedeelte van een gestrekte hoek, een graad (1°). We verdelen een graad in
60 minuten (1° = 60) en een minuut in 60 seconden (1" =60").

Een scherpe hoek is een hoek tussen 0° en 90°. Een stompe hoek is een hoek tussen 90° en 180°.
Een inspringende hoek is een hoek tussen 180° en 360°. Een wuitspringende hoek is een hoek
tussen 0° en 180°.

Bij een hoek ZMPL in een vlak bedoelen we de uitspringende hoek (als we er niet bij zeggen
dat we het anders bedoelen).
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Bepaling 1.1.17. We zeggen dat twee lijnen die een rechte hoek vormen loodrecht op elkaar
staan. Een loodlijn is een lijn die loodrecht staat op een andere lijn. Twee hoeken die elkaar
aanvullen tot een rechte hoek heten elkaars complement. Twee hoeken die elkaar aanvullen tot
een gestrekte hoek heten elkaars supplement of elkaars nevenhoek.

Bepaling 1.1.18. Een middelloodlijn van een lijnstuk AB deelt het lijnstuk AB in twee gelijke
delen en staat er loodrecht op.

1.1.3 Bijzondere verplaatsingen

Bepaling 1.1.19. Een verschuiving van een figuur is een verplaatsing waarbij elk punt van
de figuur in dezelfde richting en over dezelfde afstand verplaatst wordt. Een verschuiving is dus
bepaald door een afstand en een richting. Deze ‘afstand met richting’ noemen we de verschuivings-
vector.

Als P verschoven wordt naar @, geven we de verschuivings-vector aan met ]@

Axioma 1.4. Bij verschuiving gaat een lijn over in een verschoven lijn die evenwijdig is met de
eerste lijn.

Axioma 4: verschuiving

Bepaling 1.1.20. Een draaing (ook wel rotatie) van een figuur om een punt P is een verplaatsing
waarbij het punt P niet verplaatst wordt.

Bepaling 1.1.21. Een spiegeling van een figuur om een lijn [ is een verplaatsing waarbij de
lijnt [ niet verplaatst wordt, en alle elementen van de figuur van de ene kant van de lijn naar de
andere kant verplaatst worden.

Het blijkt dat we ieder verplaatsing kunnen samenstellen uit verschuivingen, rotaties en spiege-
lingen.

Bepaling 1.1.22. Twee figuren die door verplaatsing in elkaar overgevoerd kunnen worden
heten congruent. Als twee figuren F' en G congruent zijn, schrijven we ook wel F & G.

Bepaling 1.1.23. Een figuur die door verplaatsing in zichzelf overgevoerd kan worden heet
symmetrisch.

1.2 Eerste bewijzen, hoekstellingen

Wiskundige beweringen die aardig zijn om te weten, worden stellingen genoemd. Om te weten
dat die beweringen echt waar zijn (geen onzin of iets waarvan je alleen maar denkt dat het waar
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is) moet je altijd eerst controleren of ze echt waar zijn. Als wiskundigen zo’n waarheid nagaan,
zeggen ze dat ze de stelling bewijzen.

Om wiskunde te bedenken moet je eerst goede stellingen verzinnen en ze daarna bewijzen.
Dat is precies wat we nu gaan doen in de meetkunde.

Stelling 1.2.1. Overstaande hoeken zijn gelijk.

GECGEVEN: Lijn CD snijdt lijn AB in O.
TE BEWILIZEN: ZCOA = ZDOB.
BEWLJS: ZCOA =180° — ZCOB = £/DOB.
QED O

Je ziet hoe eenvoudig een bewijs kan zijn! QED?

Stelling 1.2.2. De bisectrices van twee nevenhoeken staan loodrecht op elkaar.

GEGEVEN: LAOB = 180°; LAOE = ZEOC; LCOD =
£ZDOB.

TE BEWLIZEN: ZEOD = 90°.

BEW1JS:

(1) ZAOE+ZEOC+ZCOD+£ZDOB = 180° (gesterkte hoek).
(2) LZAOE = ZEOC, ZCOD = £ZDOB (gegeven).

(3) 2ZEOC 4 2/COD = 180° (volgt uit (1) en (2)).

(4) ZEOC + Z/COD = 90° (volgt uit (3)). A
(5) ZEOD = 90°. O

Stelling 1.2.3. De deellijnen van twee overstaande hoeken vormen een gestrekte hoek.

GEGEVEN: AB snijdt CD in O; ZAOE = ZFEOC; /BOF =

/ZFOD.

TE BEWLIZEN: ZEOF = 180°.

BEwWI1JS: C B

(1) ZAOE + ZEOC + ZCOB = 180° (gestrekte hoek).

(2) ZAOE = ZEOC = ZFOD = /BOP, E\/V
(i) gegeven, (ii) overstaande hoek en (iii) gegeven. 0

(3) ZEOF — /EOC + /COB + /BOF — 180°. ﬁ\p

Stelling 1.2.4. Als twee rechten elk evenwijdig zijn met een derde rechte, dan zijn de eerste
twee onderling ook evenwijdig.

GEGEVEN: m//l, n//l

TE BEWIIZEN: m// n.

BEw1IS: Er zijn maar twee mogelijkheden:

(1) m snijdt n in een punt P, of (2) m snijdt n niet.

3Als een bewijs klaar is, is het duidelijk dat de stelling waar is. Je kunt de stelling dan afsluiten met de letters
QED. Dat is een Latijnse afkorting die staat voor: ‘Quod Erat Demonstrandum’ Dat betekent: ‘Wat bewezen
moest worden’. Tegenwoordig vinden wiskundigen dat ouderwets en sluiten ze een bewijs af met het teken (aan
het einde van de regel) 0.
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Mogelijkheid (1) is uitgesloten omdat dan (volgens axioma 1.2) door het punt P twee verschillende
lijnen parallel zouden zijn met de lijn [. Als (1) niet waar is, kan alleen (2) waar zijn. 4 O

Stelling 1.2.5. Als een rechte één van twee evenwijdige lijnen snijdt, dan snijdt hij de andere
ook.

GEGEVEN: m// 1 en s snijdt [ in A.

TE BEWIJZEN: s snijdt m.

BEwls: Er zijn twee mogelijkheden: (1) s//m, of (2) s snijdt m.

Mogelijkheid (1) is uitgesloten omdat dan (volgens axioma 1.2) door het punt A twee verschillende
lijnen parallel zouden zijn met de lijn m. O

1.3 Stellingen over evenwijdige lijnen gesneden
door een derde

3

Bepaling 1.3.1. Wanneer twee lijnen gesneden wor- % ‘B /
den door een derde zijn er acht hoeken te onderscheiden: / 4
A17A27A33A4;B17327B37-B4 (Zie ﬁguur)' 1
Aj en Bj heten overeenkomstige hoeken,

net als A en By, of A3 en B3 of A4 en By. 3 V
As,Asz,B1,B4 heten binnenhoeken. 2 /A
Aq,A4,Bs,Bs heten buitenhoeken. =| 4
As en By zijn verwisselende binnenhoeken, net als Az en Bj. 1
Ay en Bs zijn verwisselende buitenhoeken, net als A4 en Bs.

Stelling 1.3.2. Bij twee evenwijdige lijnen, gesneden door een derde, zijn twee overeenkomstige
hoeken gelijk.

GEGEVEN: m// 1, s snijdt [ in A, s snijdt m in B.

TE BEWILIZEN: LA = £Bj.

BEw1s: Beschouw de verschuiving met verschuivings-vector ﬁ . (®)

Hierbij A — B (gegeven), l — m (ax.1.4), s — s (ax.1.1), LA; — 4By,

dus ZAl = ZBl O

Gevolg 1.3.3. Uit Stelling 1.3.2 en Stelling 1.2.1 volgt direkt dat verwisselende binnenhoeken
gelijk zijn.

Stelling 1.3.4. Als bij twee rechten gesneden door een derde, twee overeenkomstige hoeken
gelijk zijn, dan zijn die (eerste) twee rechten evenwijdig.

GEGEVEN: s snijdt [ in A, s snijdt m in B, LAz = /Bs.

TE BEWLIZEN: m// .

BeEws: Beschouw de verplaatsing die ZA3 — ZBj3 overvoert en de lijn s op zichzelf
afbeeldt. Uit LAz — Bj volgt dan I — m en volgens Axioma 1.4 is nu m// [. O

4Dit is een bijzonder soort bewijs. Het gaat z6: (1) Eén van twee mogelijkheden moet waar zijn; (2) een van de
twee mogelijkheden blijkt niet te kunnen kloppen; (3) dan is dus de andere mogelijkheid waar. Zo’n bewijs heet
een bewijs uit het ongerijmde.

5Een vector is een afstand met een richting
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1.4 Driehoeken en driehoeksstellingen

Bepaling 1.4.1. Een driehoek (A) is een figuur gevormd door drie lijnstukken die drie punten
verbinden welke niet op een rechte lijn liggen. In een driehoek kennen we drie zijden en drie
binnenhoeken.

Een buitenhoek is een nevenhoek van een binnenhoek.

Een driehoek met uitsluitend scherpe hoeken heet een scherphoekige driehoek.

Is één hoek een rechte hoek, dan spreken we van een rechthoekige driehoek.

Is één hoek een stompe hoek, dan spreken we van een stomphoekige driehoek.

Een zwaartelijn (ook wel mediaan) verbindt een hoekpunt met het midden van de overliggende
zijde.

Een hoogtelijn is de loodlijn vanuit een hoekpunt op de overliggende zijde.

Een voetpunt is het snijpunt van een hoogtelijn met de zijde waarop deze loodrecht staat.

N

Binnenhoeken Buitenhoeken

Stelling 1.4.2. De som van de (binnen)hoeken van een driehoek bedraagt 180°.

GECGEVEN: AABC

TE BEWLIZEN: ZCAB + /ABC + /BCA = 180°.

BEwwS: Teken een lijn door C' evenwijdig aan lijn AB.
We krijgen dan de drie hoeken ZC, ZC5 en ZCj5 (zie figuur).
Volgens Gevolg 1.3.3 is nu Z/Cy = LZCAB en /(35 = /ZABC.
Nu is ZCy + £Cq + £C3 = 180° (gestrekte hoek),

dus ook ZCAB + /BCA+ ZABC = 180°. O

1.4.1 De gelijkbenige driehoek

Bepaling 1.4.3. Een drichoek met twee gelijke zijden heet gelijkbenig. Dergelijke zijden heten
de benen van de driehoek. De derde zijde heet de basis van de driehoek. De hoeken aan de basis
heten basishoeken, de derde hoek heet tophoek.

Stelling 1.4.4. In een gelijkbenige driehoek zijn de basishoeken gelijk.

GEGEVEN: AABC en AC = BC.
TE BEWIJZEN: /A = /B.
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BeEw1ss: Je kunt eenvoudig zien dat het punt C op de middelloodlijn van AB ligt 6 .
Door spiegeling om de middellooodlijn van AB, die ook de bisectrix is van ZC', valt de figuur
op zichzelf. Dus is ZA = ZB. O

Stelling 1.4.5.

In een driehoek met twee gelijke hoeken zijn de daartegenover gelegen zijden gelijk.
GEGEVEN: ANABC en LA=/B.
TE BEWLIZEN: AC = BC.

BEw1s: Door spiegeling om de middelloodlijn valt de figuur op zichzelf.
Dus valt ook AC op AB. O
C C C
Gelijkzijdige
Stelling 1.4.- driehoek
—
—

Stelling 1.4.!

A B A B A B

1.4.2 De gelijkzijdige driehoek

Bepaling 1.4.6. Een driehoek met drie gelijke zijden heet gelijkzijdig.

Vanwege Stelling 1.4.4 zijn dus de drie hoeken gelijk. Deze zijn dan elk 60°. Andersom is ook: in
een driehoek met drie hoeken van 60° zijn de zijden gelijk (vanwege Stelling 1.4.5).

1.4.3 De gelijkbenige rechthoekige driehoek

C
C

A B A B
In een gelijkbenig rechthoekige driehoek zijn de scherpe hoeken elk 45°.

1.4.4 Congruentie van driehoeken

Congruente drichoeken kunnen door verplaatsing in elkaar worden overgevoerd (Bepaling 1.1.22).
Als twee driehoeken congruent zijn dan zijn de elementen van de driehoek dus stuk voor stuk
gelijk. We noemen elementen die door verplaatsing in elkaar overgaan overeenkomstige elementen.

Stel je eens voor dat C' niet op de middellooodlijn ligt, dan krijgen we een C
situatie waarbij de middelloodlijn een been in een ander punt (D) snijdt. Door de D
spiegeling om de middelloodlijn weten we AD = BD. Omdat AABC gelijkbenig

¢ is weten we dat AC = BC. Hieruit volgt dat BD + DC = BC. Dat kan niet
waar zijn omdat er maar één kortste weg (rechte lijn) is tussen B en C. De
afstand DC moet dus nul zijn. Dus C ligt op de middelloodlijn. Omdat AABC
door spiegeling op zichzelf valt is de middelloodlijn van AB ook de bisectrix van A B
de top-hoek.
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Stelling 1.4.7 (HZH). Twee driehoeken zijn congruent als ze een zijde en twee aanliggende
hoeken gelijk hebben.

GEGEVEN: Twee drichoeken AABC en AA'B'C’;

AB —AB, /A' = /Aen /B = /B.
TE BEWLIZEN: AABC = ANA'B'C'. C
BEW1JS: Verplaats het lijnstuk A’B’ zodat het op AB past.
Als C’ en C niet aan dezelfde kant van de lijn AB liggen, spiegel
je de driehoek AA’B’C" om AB zodat ze wel aan dezelfde kant
liggen. Nu past LA’ op ZA en £B’ op 4B. i 5
Dus valt de lijn A’C’ langs AC en de lijn B’C’ langs BC.
Hieruit volgt dat het punt C’ op C valt. A B
Dus passen de driehoeken precies op elkaar: ze zijn congruent. [

Stelling 1.4.8 (ZHH). Twee driehoeken zijn congruent als ze een zijde en een aanliggende hoek

en een overstaande hoek gelijk hebben. C

GEGEVEN:  Twee driehoeken AABC en AA'B'C’; /\
A'B"=AB, /A" = /A en LC' = £C.

TE BEWIZEN: AABC = ANA'B'C’.

Bewls: LA=180°-4LB—-/ZC =180°—4B'—£C" = LA'. \

Nu volgt het bewijs direkt uit Stelling 1.4.7. O A B

Stelling 1.4.9 (ZHZ). Twee driehoeken zijn congruent als ze twee zijden en de ingesloten hoek

gelijk hebben.
C

GEGEVEN: Twee driehoeken AABC en AA'B'C’;
A'B’'= AB, A’/C" = AC en LA = LA.

TE BEWILJZEN: AABC =2 NA'B'C’.

BEw1is: We kunnen de driehoeken eenvoudig op elkaar passen. [ A B

Stelling 1.4.10 (ZZZ). Twee driehoeken zijn congruent als ze drie zijden gelijk hebben.
GEGEVEN: Twee driehoeken AABC en AA'B'C";
A'B" = AB, A/C" = AC en B'C'" = BC.

C
C

A B

I
TE BEWLIZEN: AABC =2 ANA'B'C". ©
BEWI1JS: Verplaats AA’B'C" z6 dat A’B’ langs AB valt en dat C’ en C aan verschil-
lende kanten van de lijn AB liggen. Dan zijn AC’AC en AC'BC gelijkenige drichoeken, zodat
/BAC = /BAC’" en ZABC = ZABC'. Nu hebben de twee drichoeken AABC en AA'B'C’
dus de zijde AB en A’B gemeen, met hun beider aanliggende hoeken. Volgens stelling 1.4.7 zijn
beide driehoeken dus congruent. O
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Stelling 1.4.11 (ZZH). Twee driehoeken zijn congruent als ze twee zijden en een overliggende
hoek gelijk hebben, mits de andere hoeken van dezelfde soort zijn (d.w.z. mits de andere over-

liggende hoeken beide stomp of beide scherp zijn).

GEGEVEN: Twee driehoeken AABC en NA’B'C’;
A'B' = AB, B'C" = BC en LA’ = /A.

TE BEWLIZEN: AABC =2 ANA'B'C'.

BEw1Js: Het bewijs volgt als we de driehoek AA’B’C’ verplaat-
sen zodatA’ B’ langs AB valt, en C' aan dezelfde kant van AB ligt als
C. Nu tekenen we een cirkel met hoekpunt B en lengte B'C’ = BC.
Dan liggen C' en C’ beide op de cirkel en de cirkel snijdt (of raakt)
de lijn AC. C'" moet ook op de lijn AC liggen omdat ZA" = ZA.
Daarom is of C’ gelijk aan C, of is C’ het andere snijpunt van AC
met de cirkel. De conditie “mits de andere hoeken van dezelfde soort
zijn” sluit de laatste mogelijkheid uit. Dus C” valt samen met C. Dus
passen de driechoeken AABC en AA’B’C’ precies op elkaar: ze zijn

congruent.

o A B

1.5 ** Euclides van Alexandrie **

Euclides van Alexandrié (ca 325 vC — ca 265 vC) is wel de bekendste wiskundige uit de klassieke
oudheid, beroemd om zijn meetkundig werk Elementen (XTouxere). Deze Elementen hebben zeer
lang invloed gehad op de manier waarop de wiskunde beoefend werd, en dat maakt Euclides op
het terrein van de wiskunde de belangrijkste leermeester aller tijden. Er is echter weinig over zijn
leven bekend, behalve dat hij les gaf in Alexandrié in Egypte. Proclus, de laatste grote Griekse
filosoof. die rond 450 nC leefde, schreef:

Figuur 1.1: Euclides

“Niet veel jonger dan deze [leerlingen van Plato] is Fuclides
die de “Elementen” samenstelde, waarin hij veel werk van Eudoxos
verzamelde en veel van Theaitetos afmaakte en waarin hij verder
onweerlegbare bewijzen aanvoerde voor de zaken die eerder minder
streng aangetoond waren. Deze man werd geboren in de tijd van de
eerste Ptolemaeers, want ook Archimedes -die ook na de eerste Pto-
lemaeers leefde- maak melding van Euclides. En ze vertellen ook het
verhaal dat Ptolemaios hem eens vroeg of er een kortere weg tot de
wiskunde was dan de Elementen, en dat Euclides daarop antwoordde
dat er geen koninklijk pad naar de meetkunde is. Hij is dus jonger
dan de school van Plato en ouder dan Eratosthenes en Archimedes,
want die waren tijdgenoten van elkaar zoals Eratostenes zegt. En in
opzet was Fuclides een volgeling van Plato en vertrouwd met diens
filosofie, en daarom ook worden op het eind van de Elementen ook
de zogenaamde Platonische figuren behandeld.” (Proclus, In primum
Euclidis elementorum librum commentarii, 68)

Er zijn meer klassieke auteurs die over Euclides schreven, maar hun verhalen worden niet
betrouwbaar geacht. Die bronnen vallen in twee groepen uiteen. De eerste is afkomstig van
Arabische schrijvers die zeggen dat Euclides de zoon was van Naukrates en dat hij in Tyrus
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geboren was. Historici geloven dat dat geheel door die auteurs verzonnen is. De tweede groep
zegt dat hij was geboren in Megara. Dit is terug te voeren op een fout van de eerste auteur die
dit vermelde. Er bestond wel een Euclides uit Megara. maar dat was een filosoof die een eeuw
eerder leefde dan Fuclides van Alexandrié. Het is niet zo toevallig dat er twee geleerden waren
die Euclides heetten want Euclides was indertijd een veel gebruikte naam en er zijn uit die tijd
talloze mensen met die naam te vinden.

Terugkomend op het citaat van Proclus hier-
boven, kunnen we opmerken dat er geen incon-
sistentie is in de data hier. Echter, hoewel we
niet zeker weten naar welke referentie in Archi-
medes’ werk Proclus verwijst, wordt er in het
werk dat ons is naglaten maar één referentie
naar Euclides gevonden en die staat in in Archi-
medes’ verhandeling Over de bol en de cylinder.
De voor de hand liggende conclusie is dus dat
Proclus’ bewering klopt en dit werd algemeen
als waarheid aangenomen totdat het in twijfel
getrokken werd door Hjelmslev in [8]. Deze be-
weert dat de referentie later aan Archimedes’
werk was toegevoegd. En zeker is die referentie
wat vreemd. Indertijd was het inderdaad geen
traditie om zulke referenties te geven en boven-
dien zijn er veel andere plaatsen waar het veel
relevanter zou zijn geweest om naar Euclides te
verwijzen en waar zo'n referentie niet voorkomt.
Ondanks Hjelmslev’s bewering dat die passage
later is ingevuld, schrijft Bulmer-Thomas in [2]:
Hoewel we niet langer op deze referentie kun-
nen vertrouwen, laat een algehele bestudering
van Fuclides’ werk toch zien dat het moet zijn geschreven nd Plato’s leerlingen en véér Ar-
chimedes.

Figuur 1.2: Euclides in Raffael’s schilderij
‘De school van Athene’

Omdat we verder van Fuclides niets weten moeten we ons maar op zijn werk concentreren,
na een paar opmerkingen geplaatst te hebben bij mogelijk historische gebeurtenissen. Euclides
moet wel in Plato’s Academie in Athene gestudeerd hebben om de meetkunde van Eudoxus en
Theaetetus te hebben leren kennen, waarmee hij zo vertrouwd was.

Ieder van Euclides” werken moet het zonder een voorwoord stellen. Tenminste, er is er geen
overgeleverd en daarom is het hoogst onwaarschijnlijk dat ze bestaan hebben. Daarom krijgen
we ook geen kijk op Euclides’ karakter, zoals we dat soms vanuit een voorwoord van andere
schrijvers krijgen. Pappus schrijft over Euclides: ... hij was uiterst geschikt en vriendelijk jegens
tedereen die in een of andere mate de wiskunde kon bevorderen, en zoals het hoort, op geen enkele
manier agressief en hij was wel heel precies maar spreide daaromtrent geen valse pretenties ten
toon....

Er zijn mensen die zeggen dat ook deze passage later aan Pappus is toegevoegd en later in
het geciteerde stuk (in het vervolg dat we niet vertaald hebben) wordt (bijna zeker onverdiend)
scherp over Apollonius geoordeeld. Het beeld dat Pappus van Euclides schetst is echter zeker in
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lijn met wat we uit zijn wiskundige teksten lezen. Een ander verhaal wordt verteld door Stobaeus
(Anthologium 2.31.114): “Iemand die juist begonnen was meetkunde te leren vroeg Euclides, toen
hij de eerste stelling had leren kennen: ‘Wat zal ik er beter van worden als ik dat leer?’ En Euclides
riep zijn knechtje en zei ‘Geef hem een tri-obool zodat-ie iets verdient met wat hij leert.” ”

Euclides’ beroemdste boek is dus zijn meetkundig werk Elementen. Het boek is een verza-
meling van de kennis die bijna 2200 jaar het centrale thema was voor het wiskundeonderwijs.
Waarschijnlijk was geen van de resultaten die in de Flementen staan voor het eerst door Euclides
bewezen, maar de manier waarop het materiaal gerangschikt is en de wijze van presenteren is
zeker van hem.

Omdat bijna iedereen alleen de Elementen van Euclides kent, is het aardig te weten dat hij
ook andere boeken geschreven heeft”, onder andere de boeken Optica, Catoptrica (over spiegels),
en Phaenomena (over sterrekunde).

Dat Euclides van raadseltjes hield, is duidelijk uit een gedichtje dat ook nog van hem
overgeleverd is:

‘Hulovog xal 6vog gpopéovoar 0ivov EGawvov, Een muildier en een ezel liepen wijn te verslepen
adTaE dvog cTevayiey & dyder pdpTov éolo. maar de ezel zuchtte onder het gewicht van haar last.
T 3¢ BapuoTevayovsay id006” épéewvey Exeivr: En het muildier dat haar zo zwaar zag klagen vroeg haar:

ufteQ, Ti xAaiovs” dAoPUeeat NOTE x0VQEN; “Moeder wat loop je daar klaaglijk als een meisje te huilen:
el wétgov &v wou doing, duwAdotov 6édev Npa,  als je me één maatje geeft draag ik het dubbele van jou,
el 8¢ Ev avtiddBolg, TavTeg i60TNTO PUAGEES. maar als je er ééntje van mij neemt heb je precies evenveel.”
elmé TO UETEOV, GLoTE YEMUETQING ETTILGTOQ. Zeg me hoeveel ze droegen, beste wiskunde meester.

1.6 Constructies met passer en lineaal

Een constructie van een meetkundige figuur welke aan bepaalde eisen voldoet, is het opbouwen
of tekenen van die figuur. Dit kan alleen in gedachte gebeuren omdat een meetkundige figuur
niet tastbaar is. Wij werken toch met potlood, lineaal en passer om ons voorstelligsvermogen een
beetje te helpen.

Bij het samenstellen van een figuur nemen we aan dat we (alleen) een paar eenvoudige
grondconstructies (ook wel postulaten genoemd) zonder meer kunnen uitvoeren.
Deze grondconstructies zijn:
P1: het nemen van een punt in een figuur.
P2: het construeren van een rechte lijn door twee gegeven punten.
P3: het nemen van een snijpunt van twee snijdende lijnen.
P4: het construeren van een cirkel met een bepaald middelpunt en een bepaalde straal.

Deze postulaten komen er op neer dat we bij de constructies alléén een passer en een lineaal
(zonder cm-verdeling) mogen gebruiken. Dit is duidelijk weer een spelletje: hoeveel kun je wel
niet doen als je heel weinig (hulp)middelen gebruikt.

Zoals je bij een stelling (i) Gegeven, (ii) Te bewijzen, en (iii) Bewijs hebt, zo deelt men bij de
constructie de zaak als volgt in: (i) Gegeven; (ii) Te constueren; (iii) Constructie (met figuur),
en (iv) Discussie. De discussie dient om duidelijk te maken dat het doel bereikt is.

7die ook nog zijn overgebleven!
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1.6.1 Het construeren van een gelijkzijdige driehoek

Constructie 1.6.1. Construeer een gelijkzijdige driehoek waarvan één van de zijden gegeven is.
GECGEVEN: Een lijnstuk AB.

TE CONSTRUEREN: Een gelijkzijdige driehoek AABC'.

CONSTRUCTIE EN DISCUSSIE:

Teken een cirkel met middelpunt A en straal van dezelfde lengte als AB. (Dat kan volgens P4.)
Teken een cirkel met middelpunt B en straal van dezelfde lengte als AB. (Dat kan ook volgens
P4.) De twee getekende lijnen snijden elkaar en bepalen zo de punten C en C’ die aan weerzjden
van AB gelegen zijn. (Dat kan volgens P3.) Teken AC en BC. (Dat kan volgens P2.) Nu voldoet
de driehoek ABC aan de gestelde eisen. Op dezelfde manier voldoet ook de driehoek ABC’ aan
de gestelde eisen. O

1.6.2 Het verplaatsen van een gegeven hoek

Constructie 1.6.2. Construeer een hoek die gelijk is aan een gegeven hoek en waarvan een
gegeven halve lijn één van de benen is.

GEGEVEN: Een hoek ZBAC en een halve lijn A'B’.

TE CONSTRUEREN: Een hoek Z/B’A'C’, even groot als Z/BAC.

CONSTRUCTIE EN DISCUSSIE: (%)

C C’
B B’
A A’
Kun je nadaan welke postulaten en welke stellingen nodig zijn om te laten zien dat C’ bepaald
kan worden en waarom hoek Z/B’A’C’ even groot als ZBAC? O

1.6.3 Een bisectrix construeren

Constructie 1.6.3. Construeer de deellijn van een gegeven hoek.

GEGEVEN: Een hoek ZC AB.

TE CONSTRUEREN: Een halve lijn AD zodat ZCAD = ZDAB.

CONSTRUCTIE EN DISCUSSIE: Kun je de constructie uitvoeren en uitleggen waarom AD de bi-
sectrix is?

8Discussies lezen is vaak saai. Je kunt ze beter zelf verzinnen.
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1.6.4 Een lijnstuk halveren

Constructie 1.6.4. Construeer het midden van een gegeven lijnstuk.
GEGEVEN: Een lijnstuk AB. L
TE CONSTRUEREN: Een punt C op AB zodat AC = CB.

> e

CONSTRUCTIE EN DISCUSSIE: O

1.6.5 Een loodlijn in een punt van een lijn oprichten

Constructie 1.6.5. Construeer een loodlijn door een gegeven punt op een lijn.
GEGEVEN: Een punt A op een lijn .
TE CONSTRUEREN: Een lijn door A die loodrecht staat op £.

CONSTRUCTIE EN DISCUSSIE:
D

B, | A ?

1.6.6 Uit een punt een loodlijn neerlaten op een rechte

Constructie 1.6.6. Construeer de loodlijn uit een punt P neergelaten op een lijn I.
GEGEVEN: Een lijn ¢ en een punt P buiten deze lijn.

TE CONSTRUEREN: Een lijn door het punt P die loodrecht staat op de lijn /.
CONSTRUCTIE EN DISCUSSIE:
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1.6.7 Door een punt buiten een lijn een evenwijdige lijn construeren

Constructie 1.6.7. Construeer door een gegeven punt buiten een gegeven lijn de rechte even-
wijdig aan die lijn.

GEGEVEN: Een lijn ¢ en een punt P buiten de lijn.

TE CONSTRUEREN: Een rechte lijn door het punt P die evenwijdig loopt aan de lijn ¢.
CONSTRUCTIE EN DISCUSSIE: Kun ie de constructie zelf uitvoeren?

Welke stellingen gebruiken we om er zeker van te zijn dat lijn k evenwijdig loopt aan £7 O

1.6.8 Constructies om zelf uit te voeren

Opgave 1.6.8. Construeer een drichoek waarvan één zijde en twee aanliggende hoe-
ken gegeven zijn.

Opgave 1.6.9. Construeer een driehoek waarvan één zijde en een aanliggende hoek
en een overstaande hoek gegeven zijn.

Opgave 1.6.10. Construeer een driehoek waarvan twee zijden en de inesloten hoek
gegeven zijn.

Opgave 1.6.11. Construeer een drichoek waarvan drie zijden gegeven zijn.

Opgave 1.6.12. Construeer een drichoek waarvan twee zijden en de hoek tegenover
een van die zijden gegeven zijn.

1.7 Vierhoeken

Bepaling 1.7.1. Een vierhoek (O)is een figuur bestaande uit vier punten: A, B, C' en D, waarvan
er niet drie op een rechte lijn liggen, en de lijnstukken AB, BC, CD, DA.?

De punten A, B, C' en D heten de hoekpunten; AB, BC, CD, DA zijn de zijden. ZA en /C
zijn overliggende hoeken, evenals /B en ZD. De lijnstukken AB en C'D zijn overliggende zijden,
evenals BC en DA.

1.7.1 Bijzondere vierhoeken

Bepaling 1.7.2. Als één paar overliggende zijden parallel is en het andere niet, dan heet de
vierhoek een trapezium. De niet evenwijdige zijden van het trapezium heten de benen. Een tra-
pezium met gelijke benen heet een gelijkbenig trapezium.

Een rechthoekig trapezium is een trapezium waarin één der benen loodrecht staat op de evenwij-
dige zijden.

Een vierhoek waarvan twee paar overliggende zijden parallel zijn, heet een parallellogram.

9Voor het gemak kiezen we de letters op zo’n manier dat de zijden elkaar niet snijden.
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Een parallellogram met een rechte hoek heet een rechthoek.
Een ruit is een parallellogram waarin twee opeenvolgende zijden gelijk zijn.
Een vierkant is een ruit die ook nog rechthoek is (dwz een ruit met een rechte hoek).

Stelling 1.7.3. De som van de (binnen)hoeken van een vierhoek bedraagt 360°.
GEGEVEN: OABCD.
TE BEWLIZEN: LA+ /B + ZC + £ZD = 360°.

BeEwwS: Trek de diagonaal BD.
LA+ LBy + £Ds =180° en LC + LBy + £D; = 180°.
Optellen levert ZA+ /B + ZC + ZD = 360°. O

Het parallellogram

1.7.2 Het parallellogram

Met behulp van de axioma’s en de stellingen die we hierboven behandeld hebben zijn de onder-
staande stellingen over het parallellogram eenvoudig te bewijzen. Probeer één of twee van die
bewijzen precies op te schrijven. °

Stelling 1.7.4. In een parallellogram zijn twee opeenvolgende hoeken elkaars supplement.
Stelling 1.7.5. In een parallellogram zijn overliggende hoeken gelijk.

Stelling 1.7.6. In een parallellogram zijn overliggende zijden gelijk.

Stelling 1.7.7. In een parallellogram halveren de diagonalen elkaar.

Stelling 1.7.8. Als in een vierhoek twee overliggende zijden gelijk en evenwijdig zijn, dan is de
vierhoek een parallellogram.

Stelling 1.7.9. Als in een vierhoek twee paar overliggende zijden gelijk zijn, dan is de vierhoek
een parallellogram.

Stelling 1.7.10. Als in een vierhoek de twee diagonalen elkaar halveren, dan is de vierhoek een
parallellogram.

De ruit

10Hint voor stelling 1.7.4: zie sectie 1.3. Hint voor stelling 1.7.5: gebruik stelling 1.7.4. Hint voor stelling 1.7.6:
trek een diagonaal en gebruik stelling 1.4.7. Hint voor stelling 1.7.7: trek twee diagonalen en gebruik stelling 1.4.8.
Hint voor stelling 1.7.8: trek een diagonaal en gebruik stellingen 1.4.9 en 1.3.4. Hint voor stelling 1.7.9: trek
een diagonaal en gebruik stellingen 1.4.10 en 1.3.4. Hint voor stelling 1.7.10: trek twee diagonalen en gebruik
stelling 1.4.9 en .... .
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1.7.3 De ruit
Aangezien een ruit een parallellogram is gelden alle parallellogramstellingen ook voor een ruit.

Stelling 1.7.11. In een ruit zijn alle zijden gelijk.
BeEwLS: Dit volgt direkt uit de definitie van een ruit en Stelling 1.7.6. O

Kun je op dezelfde manier, met logisch redeneren ook de vijf ruitstellingen hieronder bewijzen?
11

Stelling 1.7.12. In een ruit staan de diagonalen loodrecht op elkaar en delen de hoeken door-
midden.

Stelling 1.7.13. Een parallellogram waarvan de diagonalen loodrecht op elkaar staan is een
ruit.

Stelling 1.7.14. Een parallellogram waarin een diagonaal een hoek halveert is een ruit.
Stelling 1.7.15. De middens van de zijden van een rechthoek zijn de hoekpunten van een ruit.

Stelling 1.7.16. De middens van de zijden van een ruit zijn de hoekpunten van een rechthoek.

De rechthoek

1.7.4 De rechthoek
Ook de twee onderstaande stellingen over een rechthoek zijn niet zo moeilijk te bewijzen.'?
Stelling 1.7.17. In een rechthoek zijn de diagonalen gelijk.

Stelling 1.7.18. Als in een parallelogram de diagonalen gelijk zijn, dan is dit parallelogram een
rechthoek.

Het vierkant

Stelling 1.7.19. De middens van de zijden van een vierkant zijn de hoekpunten van een vierkant.

HHint stelling 1.7.12: de vier driehoeken die de diagonalen uit het parallellogram snijden zijn congruent. Hint
stelling 1.7.13: volgens stelling 1.7.7 halveren de diagonalen elkaar. Omdat de diagonalen loodrecht op elkaar
staan zijn de vier driehoeken die de diagonalen uit het parallellogram snijden congruent. Daarom zijn de zijden
van het parallellogram aan elkaar gelijk. Hint stelling 1.7.14: spiegel om een diagonaal. Hint stelling 1.7.15: spiegel
om de middelloodlijn van een zijde. Hint stelling 1.7.16: laat zien dat de diagonalen loodrecht op elkaar staan en
gevruik Stelling 1.7.13.

12Hint stelling 1.7.17: gebruik stelling 1.4.9. Hint stelling 1.7.18: de twee diagonalen maken twee congruente
driehoeken (stelling 1.4.10). Hint stelling 1.7.19: combineer stelling 1.7.17 en stelling 1.7.18.
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1.7.5 Afstand en oppervlakte

Bepaling 1.7.20. De afstand tussen twee punten A en B is de lengte van het lijnstuk AB. We
geven deze afstand aan door AB (een streepje boven het lijnstuk).

De afstand tussen een punt A en een lijn £ is de afstand tussen A en P, waarbij P het snijpunt
is van £ en de loodlijn door A op £.

De afstand tussen twee evenwijdige lijnen m en n is de afstand van een punt A op m en de lijn
n. (Vanwege stelling 1.7.6 maakt het niet uit waar je het punt A op m kiest.) (13)

We willen nu aan een begrensd deel van het platte vlak oppervlak toekennen en we wensen dat
z6 te doen dat congruente figuren een gelijk oppervlak hebben en dat het oppervlak van twee
disjuncte figuren'* tesamen, de som is van de figuren afzonderlijk. Door de volgende definitie kun-
nen we de lengte-maat en de oppervlakte-maat aan elkaar koppelen. De eenheid van oppervlakte
wordt zo de oppervlakte van een vierkant met een zijde met de eenheids-lengte.

Bepaling 1.7.21. De opperviakte van een rechthoek wordt gedefinieerd als het product van de
lengtes van twee loodrechte zijden.

Opmerking 1.7.22. We geven de oppervlakte van een vierhoek ABC'D aan met JABCD en
de oppervlakte van een driechoek ABC' aan met AABC.

Stelling 1.7.23 (Oppervlakte van een driehoek). De oppervlakte van een driehoek is het
halve product van de lengte van de basis en de lengte van de hoogtelijn op die basis.
GEGEVEN: AABC; CC' is de hoogtelijn uit C op AB.
TE BEWLZEN: AABC = 1 AB x CC'.
BEwWLJS: Zie figuur 1.3

AB x CC"=0A'B'BA=0CB'BC' + JA'CC'A =

=2AC'CB+2 AC'CA=2 (AC'CB+ AC'CA) =2 ANABC.

Merk op dat ‘£’ staat voor ‘—’ in de linkerfiguur en ‘+’ in de rechterfiguur. O
c A B’ A’ C B’
¢ A B A c’ B

Figuur 1.3: Oppervlakte van een driehoek

1.7.6 De stelling van Pythagoras

Stelling 1.7.24. Het midden van de schuine zijde!® van een rechthoekige driehoek bezit gelijke
afstanden tot de drie hoekpunten van die driehoek.
Anders gezegd: de zwaartelijn uit het rechthoekpunt van een rechthoekige driehoek is gelijk aan

13De ‘afstand’ is dus duidelijk altijd de ‘kortste afstand’!
MDisjuncte figuren’ zijn figuren die niet over elkaar vallen.
15de schuine zijde van een rechthoekige driehoek wordt ook wel hypothenusa genoemd
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de helft van de hypothenusa.

GEGEVEN: NABC, ZACB =90°, AE = EB.

TE BEWLIZEN: CE = AE = EB.

BEw1JS: Verleng CE zodat CE = ED. Nu is JADBC een parallellogram (volgt uit stel-
ling 1.7.10). Bovendien heeft het parallellogram een rechte hoek, en is dus een rechthoek. Nu
volgt de stelling uit stelling 1.7.17. O

Stelling 1.7.25. Als in een driehoek een zwaartelijn gelijk is aan de helft van de zijde waarop
ze staat, dan is de driehoek rechthoekig.

C
F
A B
GEGEVEN: ANABC, CE = AE = EB.
TE BEWIJZEN: 4AC732 90°. -
BEWIJS: Uit CE = AF volgt /ZEAC = /ZECA. Uit CE = EB volgt /ZEBC = /ECB.
Omdat ZABC + /BCE + /ECA+ ZCAB = 180° volgt ZACB = 90°. O

Gevolg 1.7.26. Vanuit een punt van een cirkelomtrek zien we iedere middellijn in een rechte
hoek.

Stelling 1.7.27 (Stelling van Pythagoras). In een rechthoekige driehoek is de som van het
kwadraat van de rechthoekzijden gelijk aan het kwadraat van de hypothenusa.

GEGEVEN: AABC waarin ZBAC = 90°.

TE BEWLZEN: AC- + AB = CB..

BeEwws:

1) OCYCBBy = UOCyCEAg + OAEBBy
2 DC()CEAO =2x ACOOA

3) ACyCA=ACC'B congruente drichoeken ZHZ).
4) JACC'C" =2 x ACC'B stelling 1.7.23).

E ; (stelling 1.7.23).

(3) (
(4) (
(5) DACC'C" = OC,CE Ay (volgt uit (2),(3) en (4)).
(6) (
(7) (
(8) (

6) OABB'B" =UAyEBBy op dezelfde manier als (5)).
7) OACC'C” + OABB'B” = OC,CBB,  (volgt uit (1),(6) en (7)).
8) AC° +AB =08 volgt direkt uit (7)).
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Figuur 1.4: Stelling van Pythagoras

Er zijn veel verschillende bewijzen van de Stelling van Pythagoras. Het bewijs dat we hier
geven is het bewijs dat je ook in de Elementen van Euclides vindt. Je vindt het ook terug op de
bladzijde van het oude manuscript in Figuur 1.5.

1.7.7 Figuren op de middens van de zijden

Stelling 1.7.28. Het verbindingslijnstuk van de middens der benen van een trapezium is parallel
met de evenwijdige zijden, en gelijk aan de helft van de som der evenwijdige zijden.

D C F A

A E B D

GEGEVEN: OABCD, DC// AB, AM =MD, CK = KB.
Te BEWLIZEN: DC//MK//AB en MK = 1 (AB + DC)

BeEwws: Trek EF door K evenwijdig aan AD, dan is JAEFD een parallellogram en
AKBE = AKFC. Daarom is FK + KF en DC// MK // AB. Teken DA'CBD' = OABCD, dan
is JAD’A’'D ook een parallellogram en AB+ DC =2 MK. O

Gevolg 1.7.29. Het verbindingslijnstuk van de middens van twee zijden van een driehoek is
evenwijdig met de derde zijde, en de lengte ervan is de helft van de derde zijde.

Gevolg 1.7.30. De middens van de zijden van een vierhoek zijn de hoekpunten van een paral-
lelogram.

Gevolg 1.7.31. De middens van de zijden van een vierhoek met onderling loodrechte diagonalen,
zijn de hoekpunten van een rechthoek.

Gevolg 1.7.32. De middens van de zijden in een vierhoek met gelijke diagonalen, zijn de hoek-
punten van een ruit.
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1.8 Meetkundige plaatsen

Bepaling 1.8.1. Onder een meetkundige plaats (MP) verstaat men een figuur, waarvan alle
punten een zekere eigenschap bezitten, terwijl ook alle punten welke die eigenschap bezitten tot
die figuur behoren.
Anders gezegd: een meetkundige plaats is de verzameling van precies alle punten die een bepaalde
eigenschap bezitten

1.8.1 Constructies

Veel van de vorige constructies kunnen we formuleren als het vinden van een meeetkundige plaats.
Bekijk de volgende opgaven.

Opgave 1.8.2. Construeer de MP van punten die een gelijke afstand bezitten tot twee gegeven
punten A en B.

Opgave 1.8.3. Construeer de MP van punten die een gelijke afstand bezitten tot de benen van
een hoek.

Opgave 1.8.4. Construeer de MP van punten die een gelijke afstand bezitten tot twee snijdende
lijnen.

Opgave 1.8.5. Construeer de MP van punten die een gelijke afstand bezitten tot twee evenwij-
dige lijnen.

Opgave 1.8.6. Construeer de MP van punten die een gegeven afstand bezitten tot een gegeven
lijn.

Opgave 1.8.7. Construeer de MP van punten die een gegeven afstand bezitten tot een gegeven
punt.

1.8.2 De cirkel

Door wat we nu weten, kunnen we de definitie van middelloodlijn (bepaling 1.1.18) vervangen
door een mooiere definitie die equivalent is 6 met de vorige:

Bepaling 1.8.8. De middelloodlijn is de MP van punten met een vaste afstand tot twee punten
Aen B.

Evenzo kunnen we de definitie van de cirkel (bepaling 1.1.13) nu vervangen door een equiva-
lente,

Bepaling 1.8.9. De cirkel is de MP van punten met een vaste afstand tot een vast punt M.

Gevolg 1.8.10. Uit Bepaling 1.8.8 en Bepaling 1.8.9 volgt meteen dat het middelpunt van een
cirkel die door twee punten A en B gaat, op de middelloodlijk van AB ligt. Hiermee kun je
eenvoudig de volgende twee stellingen afleiden.

Stelling 1.8.11. Door drie niet-collineaire'” punten gaat één en slechts één cirkel.

16 equivalent betekent gelijkwaardig, ‘precies even goed’.
17 collineaire punten zijn punten die op eenzelfde rechte lijn liggen
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Figuur 1.5: De stelling van Pythagoras in een oud grieks manuscript.

Stelling 1.8.12. Door drie collineaire punten gaat geen cirkel.

Stelling 1.8.13. Een cirkel en een rechte lijn kunnen geen drie punten gemeen hebben.
BeEwws: Dit volgt direkt uit stelling 1.8.12. O

Stelling 1.8.14. De afstand van het middelpunt van een cirkel tot een snijlijn is kleiner dan de
straal. 18

Stelling 1.8.15. Een raaklijn in een punt op een cirkel staat loodrecht op de straal door dat
punt

De middelpuntshoek.

Stelling 1.8.16. Bij gelijke middelpuntshoeken van een cirkel horen gelijke bogen, en bij gelijke
bogen gelijke middelpuntshoeken.

Stelling 1.8.17. Twee middelpuntshoeken verhouden zich als de bogen waarop ze staan.

Gevolg 1.8.18. Hierdoor is, voor een gegeven cirkel, de grootte van een middelpuntshoek even-
redig met de lengte van de boog waarop hij staat.

18Hint voor bewijs: hier kunnen we Pythagoras goed gebruiken.
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Figuur 1.6: De stelling van Pythagoras in het oudste manuscript dat nog bestaat (uit 888).
Het boek bevindt zich in het Bodleian museum in Oxford als “MS d’Orvile 301”7. Het werd
in Constantinopel geschreven door ‘Stephanus clericus’ en gekocht door Arethas uit Patrae, de
latere bisschop van Caesarea in Capadocié, voor 14 numismata (gouden munten). Het handschrift
van Stephanus is miniscule. Arethas voegde extra materiaal toe in kleine uncialen. Na de dood
van Arethas (¢.939) is het onbekend wie het manuscript hebben bezeten, tot aan de zeventiende
eeuw toen het gekocht werd door de Nederlandse classicist J.P.D’Orville. Diens collectie werd
uiteindelijk grotendeels aan het Bodleian Museum verkocht.




Echte Wiskunde 25

De omtrekshoek.

Stelling 1.8.19. Een omtrekshoek is de halve boog waarop hij staat.

GEGEVEN: Punten A, B en @ op cirkel met middelpunt P.
TE BEWLIZEN: ZAQB = 1 /APB

BEwwS: Noem ZAQB = «a, ZBQP = 3, en A
S snijpunt van AP en BQ.
ZQBP = 8 (want AQPB is gelijkbenig). B
/PAQ = /PQA = a + f (gelijkbenige driehoek). (
/BSP = /QSA=180° — (a + ) — a = 180° — 2a — 8 UE=—_|
).

(overstaande hoeken; som der hoeken in AASQ P
ZAPB =180° — ZQBP — £LBSP =2«
(som der hoeken in ABSP). O

Gevolg 1.8.20. Vanuit een punt op een cirkel zie je iedere middellijn onder een rechte hoek.
Vergelijk stelling 1.7.25.

4 De binnenomtrekshoek.

Stelling 1.8.21. Een binnenomtrekshoek is de halve som van de bogen tussen de benen.
GEGEVEN: Punten A, B C' en D op cirkel met middelpunt P;
TE BEWIJZEN: Met S het snijpunt van AC en DB geldt: ZASB = % (LAPB + ZDPC)
BeEwws: Noem ZAPB = 2v, /DPC = 2§, dan is ZADS = ZADB =~

en ZDAS = ZDAC = § (Stelling 1.8.19).
Nu is ZASB =180° — LASD = LADS + ZDAS
(gestrekte hoek ZDSB, en som der hoeken in AADS). O

De buitenomtrekshoek.
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Stelling 1.8.22. Een buitenomtrekshoek is het halve verschil van de bogen tussen de benen.
GEGEVEN: Punten A, B C en D op cirkel met middelpunt P;
TE BEWILIZEN: Met @ het snijpunt van DA en CB geldt:
ZAQB = i (LAPB — ZDPC)
BeEwws: Zie de figuur bij Stelling 1.8.21. Noem LAPB = 2, ZDPC = 2§, dan is
ZDQC = 360° — LQCS — LCSD — £5DQ (som der hoeken van vierhoek OJQSCD).
Door het toepassen van Stelling 1.8.21 en twee maal Stelling 1.8.19 volgt
ZAQB = £ZDQC = 360° — (180° — v) — (y + 0) — (180° — ) = v — 4. O

1.9 Transformaties

In de vlakke meetkunde kennen we twee vormen van transformaties:

1. verplaatsing (verschuiving, draaiing, spiegeling),

2. vermenigvuldiging.

Terwijl bij verplaatsingen alle lengtes gelijk blijven komt vermenigvuldiging neer op het vergroten
of verkleinen van een figuur met een vaste factor. We zullen zien dat vaste verhoudingen tussen
lijnstukken een belangrijke rol spelen in de planimetrie. Daarom wordt ook de vermenigvuldiging
van figuren geintroduceerd.

Bepaling 1.9.1. Twee figuren die door achtereenvolgende verplaatsingen en vermenigvuldigin-
gen in elkaar overgevoerd kunnen worden heten gelijkvormig. Als twee figuren A en B gelijkvormig
zijn, schrijven we ook wel A ~ B.

1.9.1 Verhoudingen van lijnstukken

Stelling 1.9.2. Als vier evenwijdige lijnen uit een bepaalde rechte lijn twee gelijke stukken
snijden, dan snijden ze uit iedere snijdende rechte twee gelijke stukken.

\© >

15 |\

GEGEVEN:  AP//BQ//CR// DS en AB = CD.

TE BEWLIZEN: PQ = RS.

Bew1s: Teken PT// AB en RU// CD

dan PT = AB want JAPTB is parallellogram (Stelling 1.7.6),

en CD = RU want OCRUD is parallellogram (Stelling 1.7.6).

Dan geldt dus APTQ =2 ARUS (HZH) en dus PQ = RS. O
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Constructie 1.9.3. Verdeel een gegeven lijnstuk in vijf gelijke delen.

GEGEVEN: Lijstuk AB

TE CONSTRUEREN: Punten A", A" A", A’ zodat AA’ = A’A" = AVA" = A A" = A" B.
CONSTRUCTIE EN DISCUSSIE:

Kun je zien hoe dat gaat (met passer en lineaal), en waarom? O

Bepaling 1.9.4. Men noemt twee lijnstukken onderling meetbaar als er een derde lijnstuk bestaat
dat op beide een geheel aantal malen begrepen is.

Stelling 1.9.5. Vier evenwijdige lijnen snijden uit iedere snijlijn stukken die dezelfde verhouding
bezitten.

c
]

GEGEVEN: Vier evenwijdige lijnen snijden uit twee lijnen lijnstukken met lengte a, b, c en d,

(zoals in de figuur hierboven),

TE BEWIJZEN: a:d=b:cofa:b=d:c.

BEWLIS: (19 O

Constructie 1.9.6. Gegeven drie lijnstukken met lengte a, b en ¢, construeer een vierde lijnstuk
met lengte x zodat a : b=c: x.

CONSTRUCTIE EN DISCUSSIE:

Kun je zien hoe dat gaat? O

19 Als de lijnstukken met lengte a en b onderling meetbaar zijn, volgt het bewijs uit Stelling 1.9.2. Verhoudingen
van lijnstukken die niet onderling meetbaar zijn (bestaan die wel?) kunnen we willekeurig nauwkeurig benaderen
met verhoudingen die wél onderling meetbaar zijn.
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N
FN

Gevolg 1.9.7. Een rechte lijn evenwijdig aan de basis, deelt de benen van een driehoek in een
vaste verhouding: a : d =b: c.

1.9.2 Vermenigvuldigen van figuren

Vermenigvuldigen van figuren (boven met factor 2, beneden met factor -1).

Bepaling 1.9.8. Onder vermenigvuldiging van punt P ten opzichte van punt O met de factor f
verstaan we het vinden van het punt P’ op de lijn OP, zédanig dat OP’ = |f| OP, waarbij we
P’ kiezen aan dezelfde kant van O als P als f > 0, maar P’ aan de andere kant van O als f < 0.

Bepaling 1.9.9. O heet het vermenigvuldigingscentrum. Onder de vermenigvuldiging van de
figuur F' ten opzichte van een punt O met een factor f verstaat men het bepalen van de meet-
kundige plaats der productpunten van F', bij vermenigvuldiging met f ten opzichte van O. De
meetkundige plaats heet de productfiguur.

Stelling 1.9.10. De productfiguur van een rechte lijn ¢ bij vermenigvuldiging met een factor f
(f #0en f # 1) ten opzichte van een punt O buiten de lijn ¢, is een rechte lijn ¢', evenwijdig
met £.

GEGEVEN: Een lijn £ en een punt O buiten lijn ¢; een factor f.

TE BEWIJZEN: De MP van product-punten van de punten op £ is een rechte lijn evenwijdig met
L.

BeEwiss: We kiezen op £ een puntP en bepalen het productpunt P’. Door P’ trekken we
een lijn /' evenwijdig aan £. We moeten nu laten zien:

(1) Elk punt @ op ¢ heeft een productpunt @’ op ¢, en

(2) elk punt R’ op ¢ is productpunt van een punt R op £.

Voor (1) kiezen we een willekeurig punt @ op ¢ en bepalen de snijlijn van OQ en ¢. Dit punt
noemen we Q' en we zien OQ’ : OQ = OP’ : OP = |f| vanwege Gevolg 1.9.7. Op een dergelijke
manier bewijzen we ook (2). O
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Stelling 1.9.11. De productfiguur van een lijnstuk AB bij vermenigvuldiging met een factor f
(f #0en f # 1) ten opzichte van een punt O buiten AB, is een lijnstuk A’B’, evenwijdig met
AB, en A'B’ = |f| AB.

BEwS: Volgens Stelling 1.9.10 is de produktfiguur een lijnstuk A’B" met A’B’// AB. En
verder is A/B’ : AB = A0 : AO = |f| vanwege Gevolg 1.9.7. O

De volgende drie stellingen zijn ook gemakkelijk te bewijzen. 29
Stelling 1.9.12. De productfiguur van een hoek bij vermenigvuldiging met een factor f (f # 0
en f # 1) ten opzichte van een punt O is een hoek gelijk aan de eerste.

Stelling 1.9.13. De productfiguur van een cirkel is weer een cirkel.

Stelling 1.9.14. Als F’ productfuguur is van F' bij vermenigvuldiging met f ten opzichte van
O, dan is F productfiguur is van F’ bij vermenigvuldiging met 1/f ten opzichte van O.

Bepaling 1.9.15. Elementen van een figuur die bij vermenigvuldiging in elkaar overgaan heten
gelijkstandig

1.9.3 Gelijkvormigheid

We kennen nu twee vormen van meetkundige transformaties:

1. verplaatsing (verschuiving, draaiing, spiegeling),

2. vermenigvuldiging.
We noemen twee figuren die door verplaatsing in elkaar kunnen worden overgevoerd congruent.
Twee figuren die door vermenigvuldiging in elkaar kunnen worden overgevoerd heten gelijkstan-
dig.

Gelijkstandige figuren

Twee figuren die door achtereenvolgende verplaatsingen en vermenigvuldigingen in elkaar over-
gevoerd kunnen worden heten gelijkvormig. (Bepaling 1.9.1.)

Opmerking 1.9.16. Uit het voorafgaande volgt: bij twee gelijkvormige figuren zijn overeen-
komstige hoeken gelijk en hebben overeenkomstige lijnstukken een vaste verhouding.

Vaak moeten we bewijzen dat twee driehoeken gelijkvormig zijn. Daarvoor kunnen we vier
gelijkvormigheidsgevallen herkennen.

Stelling 1.9.17 (HH). Twee driehoeken zijn gelijkvormig als ze twee hoeken gelijk hebben.
GEGEVEN:  AABC, ANA'B'C’', /B'A'C' = /BAC, LA'B'C' = ZABC.
TE BEWLIZEN: AABC ~ AA'B'C’

20Hint Stelling 1.9.12: gebruik Stelling 1.9.10. Hint Stelling 1.9.13: pas Stelling 1.9.11 toe op de straal van de
cirkel.
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BEWI1JS: Verplaats AA’B'C’ zodanig dat Z/B'A’C’ op ZBAC valt (dat kan want beide
hoeken zijn even groot). Nu zien we dat de lijnen B’C’ en BC' evenwijdig zijn (Stelling 1.3.4).
We zien nu eenvoudig dat A het vermenigvuldigingscentrum is waardoor AA’B’C’ productfiguur
is van AABC. O

Stelling 1.9.18 (ZHZ). Twee driehoeken zijn gelijkvormig als twee paar zijden een evenredig-
heid vormen terwijl hun ingesloten hoeken gelijk zijn.

GEGEVEN: AABC, ANA'B'C', /B'A'C' = /BAC, A'B’' : AB = A'C" : AC.

TE BEWLIZEN: AABC ~ ANA'B'C’

BEwJS: Het bewijs is analoog aan het bewijs van Stelling 1.9.17. O

Stelling 1.9.19 (ZZH). Twee driehoeken zijn gelijkvormig als twee paar zijden een evenredig-
heid vormen als de hoeken tegenover het ene paar gelijk zijn en de hoeken tegenover het andere
paar van dezelfde soort zijn

GEGEVEN: AABC, ANA'B'C’', /B'A'C' = /BAC, A'B' : AB = B'C" : BC.

TE BEWLIZEN: AABC ~ ANA’B'C’

BEw1JS: Het bewijs is analoog aan het bewijs van Stelling 1.9.17. O

Stelling 1.9.20 (ZZZ). Twee driehoeken zijn gelijkvormig als de drie zijden een aaneengescha-
kelde evenredigheid vormen.

GEGEVEN: AABC, ANA'B'C', AB' : AB= A'C" : AC = B'C" : BC.

TE BEWLIZEN: AABC ~ ANA’B'C’

BEWI1JS: Hint: Maak het productfiguur AA”B”C" door AABC' te vermenigvuldigen met
vermenigvuldigingscentrum A en vermenigvuldigingsfactor % en laat zien dat AA”B"C" =
NA'B'C. O

1.10 Bijzondere lijnstukken in de driehoek

We spreken steeds over driehoek AABC. De zijde tegenover ZA noemen we a, enzovoort. We
geven de bisectrix van ZA aan met d,. Evenzo d en d.. We geven de hoogtelijn uit A aan met
hq. Evenzo hy, en h.. We geven de zwaartelijn uit A aan met z,. Evenzo z;, en z.. We noemen de
middelloodlijn van de zijde BC' m,. Evenzo my en m..

1.10.1 Concurrentie van bijzondere lijnstukken

Stelling 1.10.1. De drie deellijnen van een driehoek gaan door één punt. 2!

Gevolg 1.10.2. Het snijpunt van de deellijnen heeft gelijke afstand tot de drie zijden van de
driehoek: het is het middelpunt van de “ingeschreven cirkel”".

Stelling 1.10.3. De drie middelloodlijnen van een driehoek gaan door één punt. 22

Gevolg 1.10.4. Het snijpunt van de middelloodlijnen heeft gelijke afstand tot de drie hoekpun-
ten van de driehoek: het is het middelpunt van de “omgeschreven cirkel”.

21Hint voor bewijs: de deellijn is de MP van punten met gelijke afstanden tot twee lijnen.
22Hint voor bewijs: de middelloodlijn van een lijnstuk is de MP van punten met gelijke afstand tot de eindpunten.
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Stelling 1.10.5. De drie hoogtelijnen van een driehoek gaan door één punt.

GEGEVEN: NABC; AD | BC, BE 1. AC,CF 1 AB.

TE BEWIIZEN: AD, BE en C'F gaan door één punt.

BEWLJS: Teken de lijnen A’B’, B'C’ en C'A’, dan zijn AD,
BE en CF de middelloodlijnen van AA’B’C’, en daarom gaan ze
door één punt (stelling 1.10.3). O

Bepaling 1.10.6. Het snijpunt van een hoogtelijn en de zijde waarop deze loodrecht staat heet
een voetpunt. Het snijpunt van de hoogtelijnen wordt hoogtepunt van de driehoek genoemd.

Stelling 1.10.7. Twee zwaartelijnen van een driehoek verdelen elkaar in stukken die zich ver-
houden als 1:2, waarbij het lange stuk ligt aan de kant van het hoekpunt.

GEGEVEN: NABC; AD = DE, CE = EB.

TE BEWLIZEN: AF =2 FE, CF =2 FD

BEWLIS: De drichoek AFED ~ AFAC D
en AC =2 DE (stelling 1.9.17).

De gevraagde verhoudingen volgen uit deze gelijkvormig-

B
E
F
heid. O A C

Stelling 1.10.8. De drie zwaartelijnen van een drichoek gaan door één punt.

BEwwS: In stelling 1.10.7 zagen we dat zwaartelijn DC' de zwaartelijn AE snijdt met een
verhouding 2:1. Om dezelfde reden snijdt ook de zwaartelijn uit B de zwaartelijn AE snijdt met
een verhouding 2:1. Ze snijden elkaar dus in hetzelfde punt. O

Bepaling 1.10.9. Het snijpunt van de zwaartelijnen wordt zwaartepunt van de driehoek ge-
noemd.

Opmerking 1.10.10. In het algemeen vallen het zwaartepunt, het hoogtepunt, en de snijpunten
van de bisectrices en de middelloodlijnen geen van allen samen. Bij een gelijkzijdige driehoek
vallen ze wel allen samen; dan zijn dus ook de in- en de omgeschreven cirkel concentrisch.

1.10.2 Nog enkele driehoekstellingen

Stelling 1.10.11 (binnen-bisectrix-stelling). Een binnenbisectrix van een driehoek verdeelt
de overstaande zijde in twee stukken die zich verhouden als de aangrenzende zijden.

GEGEVEN: AABC. ¢

Te BEWLZEN: AC : BC = AD : BD A

Bew1s: A

Uit AAA'C ~ ABB'C volgt AC : BC = A4 : BE. D B
Uit AAA'D ~ ABB'D volgt AA’ : BB’ = AD : BD.

Gecombineerd geeft dit AC : BC = AA’ : BB’ =AD : BD. O B’

Stelling 1.10.12 (buiten-bisectrix-stelling). Een buitenbisectrix van een driehoek snijdt uit
de overstaande zijde in twee stukken die zich verhouden als de aangrenzende zijden. 23

23Hint: het bewijs loopt analoog aan dat voor de binnen-bisectrix: je moet uit de hoekpunten van de basis
loodlijnen op de buitenbisectrix trekken en dan gelijkvormige driehoeken vinden.
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Stelling 1.10.13. In een drichoek zijn de hoogtelijnen omgekeerd evenredig met de zijden
waarop ze staan. Dwz het product van de hoogtelijn en de zijde waarop deze staat is constant
(dwz onafhankelijk van de keuse van de hoogtelijn). 24

Stelling 1.10.14. Twee hoogtelijnen in een driehoek verdelen elkaar in evenredige stukken.

GEGEVEN: ANABC; AD | BC, BE 1. AC
en H is snijpunt van EB en AD.
TE BEWLJZEN: HE : HD=HA : HB.
BeEwws: AHEA ~ AHDB vanwege stelling 1.9.17. O

Bepaling 1.10.15. De voetpuntsdriehoek (van een driehoek) is de driehoek die de drie voetpun-
ten als hoekpunten heeft. De zijden van de voetpuntsdriehoek heten voetpuntslijn(stuk)

Stelling 1.10.16. Een hoogtelijn in een driehoek is bisectrix van de voetpuntsdriehoek.

GECGEVEN: ANABC; AD | BC, BE 1. AC,CF 1 AB.

TE BEWLIZEN: LZFEB = ZBED.

BeEwws:

Uit AADC ~ ABEC volgt CD : AC=CFE : BC.

Uit AEDC ~ AABC volgt ED : BA=CFE : BC=CD : AC.
Zodat ZCED = ZCAB. Door ED te vervangen door EF' laat je
op dezelfde manier zien ZAEF = ZCAB. Omdat BE 1 AC volgt
dus ook Z/ZBEF = /BED. O

1.10.3 Nogmaals de stelling van Pythagoras

Bepaling 1.10.17. De projectie van een punt op een lijn is het snijpunt van de lijn en de loodlijn
van het punt op de lijn. De projectie van een lijnstuk op een lijn is het lijnstuk dat gevormd
wordt door de projectie van de eindpunten.

We passen dit toe op een rechthoekige drichoek (zie Figuur 1.7). Hier is: CD 1 AB, BD is
de projectie van BC op AB, ofwel: p is projectie van a op c¢ en ¢ is projectie van b op c.

Stelling 1.10.18 (Stelling van Pythagoras). In een rechthoekige driehoek is de som van de
kwadraten van de rechthoekzijden gelijk aan het kwadraat van de hypothenusa.

GEGEVEN:  AABC met BC L CA, AB=¢, BC=a,CA=0b. AD=q, BD=p,CD =h
TE BEWLIZEN: a? + b% = ¢?

BeEwws: We zien hier drie driehoeken. Deze zijn met elkaar gelijkvormig:

ACDB ~ AADC ~ AACB,

want beide hoeken ZDBC en ZDC A zijn het complement van ZA.
Uit deze gelijkvormigheid volgt:

CD:AD:AC = DB:DC:CB = BC:CA:BA,
h:q:b = p:h:a = a:b:c,

24Hint: het bewijs is eenvoudig wanneer je aan stelling 1.7.23 denkt.
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Figuur 1.7: Lijnstukken in een rechthoekige driehoek

Hieruit volgt onder andere

(4) h:qg=p:
(i) h:a=hb:
(4it) pra=a:
(iv) qg:b=b:

Als we de resultaten (ii¢) en (iv) combineren krijgen we

S o o0 >

of
of
of
of

h? =pq,
ab = he,
a® =pc,
b? = qc .

a2+ =(p+qe=c*.

1.11 Nog enkele beroemde stellingen

Stelling 1.11.1 (Projectie-stelling).

De lengte van de projectie AD van AC op AB is g = ’

C

A 4 D p B
C

b2 +c?—a?
2c
C
h b
D 49 A

33

(1.1)

GEGEVEN:  AABC met CD 1L AB, AB=¢, BC=a,CA=b.AD=q, BD=p,CD=h

TE BEWIJZEN: b2 4 ¢ = a? + 2cq.

BEwS: Twee maal Pythagoras toepassen levert
¥ —a?=¢ —p*=¢* - (cFq)? = +2cq - .

Zodat +2cq = c® + b% — a® = ¢® — p?, waaruit de stelling direct volgt.
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Stelling 1.11.2 (Stelling van Heron). De oppervlakte van een driehoek wordt gegeven door
V/s(s —a)(s — b)(s — ¢), waarin s = “E2+e,

GEGEVEN:  AABC

TE BEWLIZEN: AABC = /s(s —a)(s — b)(s — ¢),

BEw1JS: In figuur 1.7 is het kwadraat van de oppervlakte van de driehoek AABC’2 =
2
. . . s . _ _ b24c2 g2
(he/2)?, Verder zien we met Pythagoras en de projectie-stelling h? = b? — ¢ = b* — (+T) ,
zodat
ANARC 2 2 Btc?—a® )2 2 1 2 2 2, 2 2)2
8502 = (1 (P2 (2 = & (36— (2 @) =
=i(a+b+c)a+b—c)la—b+c)(—a+b+c)=s(s—c)(s—b)(s—a) O
Stelling 1.11.3 (Stelling van Ptolemaeus).
Zij gegeven een koordenvierhoek ABC D, dan geldt
ACxBD = ABxCD + BCxAD .
BeEwLIS:
Kies op de diagonaal BD een punt P, zodat ZACB = /PCD. B

elkaar gelijk.
De driehoeken AABC en ADPC zijn dus gelijkvormig, waaruit

volgt, dat CD : PD=CA : BA, of AB.CD = AC.PD.

De hoeken BCP en ACD zijn eveneens gelijk, zodat de driehoe-

ken ABCP en AACD eveneens gelijkvormig zijn, waaruit volgt C
BC : BP=AC : AD, of BC.AD = AC.BP.

Tellen we beide resultaten op, dan vinden we
AB.CD + BC.AD = AC.PD + AC.BP =
AC.BD.

Omdat de ZBAC en ZBDC op dezelfde boog staan, zijn ze aan A i

C.(BP + PD)

Ol
S

1.11.1 De machtstelling

Bepaling 1.11.4. Als een cirkel gegeven is met middelpunt M en straal r en een punt P zodat
PM = a, dan verstaan we onder de macht van het punt P ten opzichte van die cirkel het getal
a? — 72

Gevolg 1.11.5. De macht van een punt buiten de cirkel is positief, van een punt binnen de
cirkel is negatief. De macht neemt monotoon toe met de afstand tot het middelpunt.

Bepaling 1.11.6. De meetkundige plaats van punten die gelijke macht hebben ten opzichte van
twee niet concentrische cirkels heet de machtlijn.

Stelling 1.11.7. De MP der punten die gelijke machten hebben t.o.v. twee niet-concentrische
cirkels is een rechte lijn die loodrecht staat op de verbindingslijn der middelpunten.

GEGEVEN: Twee cirkels met middelpunten M7 en M en stralen resp. r1 en ro. Een willekeurig
punt S en de projectie P van S op M;Ms.

TE BEWILJZEN: S heeft gelijke machten t.o.v. de twee cirkels precies dan als P gelijke machten
heeft t.0.v. de twee cirkels. . .
BEw1Js: Door Pythagoras twee maal toe te passen zien we SM;" = PM; + PS™ en SM»
mz + P752. Hieruit volgt dat m2 — rf = m2 — r% precies waar is als mz — rf =
P, — 2. 0
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Gevolg 1.11.8. De machtlijn van twee elkaar snijdende cirkels is de rechte lijn die door de
gemeenschappelijke punten gaat. 2°

Stelling 1.11.9 (Machtstelling). Als vier punten A, B, C, D op een cirkel liggen en het snijpint
van AB en CD is P, dan geldt

PAx PB=PCxPD.

GEGEVEN: A, B,C, D op cirkelM; AB en CD snijden elkaar in P.

TE BEWIZEN: PA x PB = PC x PD.

BEwS: Voor het punt buiten de cirkel geldt ADPA ~ ABPC omdat /P = /P en
/BAD = /BCD (stelling 1.8.19). Vanwege de gelijkvormigheid geldt PA : PC = PD : PB en
daarom ook qed.

Voor het punt binnen de cirkel geldt ADPB ~ AAPC omdat /P = /P en /BDC = ZBAC
(stelling 1.8.19). Vanwege de gelijkvormigheid geldt PA : PC = PD : PB en daarom ook
qed. O

Figuur 1.8: Propositie V uit boek II van Euclides’ Elementen, op een papyrusfragment uit de
eerste eeuw na Christus.

25In de snijpunten is voor beide cirkels de macht 0.
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1.11.2 De stellingen van Menelaos en De Ceva

Stelling 1.11.10 (Stelling van Menelaos). Zij gegeven een driehoek AABC die gesneden
wordt door een lijn waarop de punten D, F,| F liggen als in de figuur, dan geldt

AD x CE x BF = DC x EB x AF .

BewwsTrek BP// AC daan volgt uit de gelijkvormigheid van driehoeken:
AD < CExBF _AD CF BF_AD DC BP _
DCxEBxAF DC EB AF DC BP AD

O

Stelling 1.11.11 (Stelling van De Ceva). Zij gegeven een driechoek AABC en drie concurrente
lijnen door de hoekpunten, als in de figuur, dan geldt

AE x CD x BF =CFE x DB x AF .

c

BeEwiisPas de stelling van Menelaos twee maal toe: op AAFC met EB als transversaal, en op
ABFC met DA als transversaal. We zien dan
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1.12 Een heel eenvoudig bewijs voor Pythagoras

Hier volgt een bewijs van de stelling van Pythagoras zonder woorden.

Hoewel je op deze manier het bewijs van de Stelling van Pythagoras ‘ziet’, is het eigenlijk nog
helemaal geen wiskundig ‘bewijs’ omdat het niet duidelijk is wat je precies voor waar aanneemt
en wat daaruit volgt.

Het is best wel mogelijk om met het idee van deze plaatjes, en met behulp van de stellingen
die we al bewezen hebben, een goed nieuw bewijs voor de stelling van Pythagoras op te schrijven,
maar dat vraagt een beetje werk.

.
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1.13 ** Het begin van Euclides’ Elementen **

We geven hier de Griekse tekst en de vertaling van de eerste pagina’s van Fuclides’ elementen.
Op die eerste pagina’s vind je definities, postulaten en ‘algemene inzichten’.

In Europa werd Euclides’ werk vooral bekend door de Latijnse vertalingen die in de zestiende
eeuw verschenen. We laten hier een paar eerste pagina’s van zo’n vertaling (uit 1528) zien. Ook
daarbij zie je de vertaling. Als je de Griekse en de Latijnse versie vergelijkt, zie je dus dat zo’n
vertaling ook min-of-meer een bewerking was.

ELEMENTALIS GEOMETRICL x
Caput primum, i
Definitiones.
1 Pun&us, eft cuius pars nulla cft, :
2 Linea, eftlongitudofine latitudine , Cuius quis

d dem extremirates funt duo puncta-
3 Lineare@a,eftab uno pa&to ad alitibreuifsima
- ext&fioin extremitates {uas utriicy eoR: recipics
4 Superficies.eft G longituding & latituding tans

1

tu habet, Cuius quidem termini funtlineze, -

§ Supecficies planaseftab unalineaad alid breuiffi
~ maxtedfiosillas recipiens in fuas extreqnicates,
6 Angulus planus, eft duarilineartralternus c3-

tactus,quarum expanfio eft {uper fuperficiem

planam,applicatiocs nondirecta.
7 Angul® reCtilineus, ¢ft qué cdtinét dug lineg res -
-8 Angulusrectus, eft veerlibeteoriqui  (étae,

8 9 .
10 §
- fiuntdirretalinea fuper rectafteterit,duofcy ~ i)
angulops p parte fecerit zquales. :
- Li“i%él“ laris,elt rectalineareCtainfi= ‘_" i
V

{t&s duofcp circum{e angulos rectos faciens,

10 Angulus obtufus,eft quirecto maior eft

‘11 Angulus acutus;elt quirecto minor eft.

‘12 Terminus,eft quod uniufcungpfiniselt -
{ (i 13 Figura eﬂ,(l}taetcrm‘ino uel terminis dﬁén’tur.
83797 ‘14 Redtilinezetigura, funt § rectislineis cStinent,

‘Rectilineartt figurarts aliaeft trilatera, alia quadri;

» latera,alia multilatera. 3

“Triangulorum,aliusifopleuros,id eft, equilaterus,

- = aliusifofceles;id eft; 2quicrurus,alius {calenus,

LEEREE | fi&

i A

*




Echte Wiskunde 39

Euclides en de nederlandse vertaling

‘Opot Definities

1. Znuetdv 6Ty, 00 pépog ovdé. 1. Een punt is wat geen deel heeft.

2. Toauun 8¢ ufxog amAatéc. 2. Een lijn is een breedteloze lengte.

3. Toauuig 8t mépaTa onuelo. 3. De uiteinden van een lijn zijn punten.

4. Evdelo yoouuh éotwv, ftig €€ Toov Toig ¢ 4. Een rechte lijn is een lijn die gelijk ligt
EQVTTG GNUELOLS XETTOL. met de punten erop

5. Emipavern, 8¢ é6Tiv, 0 ufxog xal TAGTOG 5. Een vlak is wat alleen lengte en breedte
uovov Eyet. heeft.

6. ‘Emipaveiog 8t TéaTo YOoUWUOLL. 6. De uiteinden van een vlak zijn lijnen.

7. "Emimedog émipdverd é6Tiv, NTig €€ T60v Tag 7. een plat vlak is een vlak dat gelijk ligt
¢’ EauTiic edVelong xeTToL. met de punten erop.

8. Emimedog 8¢ yovie £6Tiv 1 év Emméde 8. Een vlakke hoek is de helling tot elkaar
300 yoauudv GTTOWEVOY GAMAAGY %ol wih van twee lijnen in een plat vlak, die el-
¢ evdelag xelwévev weog GAANACG TOV kaar ontmoeten en die niet op één rechte
YOOUU®Y xALGLG. liggen.

9. "OTow 8¢ ol TeQLEYOVGOL THY YOV YOO 9. Wanneer de lijnen die de hoek omvatten
evdelor 6w, eOdVYPaUUOG  xaheTTow 1 rechte lijnen zijn, heet de hoek rechtlijnig.

YOVio.

Definities in de latijnse versie

1: Een punt is wat geen deel heeft.

2: Een lijn is een lengte zonder breedte. De uiteinden ervan zijn punten.

3: Een rechte lijn is van een punt naar een ander de kortste uitstrekking [afstand] en bevat elk
van beide punten in zijn uiteinden.

4: Een oppervlak is wat lengte en breedte heeft. De uiterste grens ervan zijn lijnen.

5: Een plat oppervlak is de kortste uitstrekking tussen twee lijnen welke ze in haar randen bevat.
6: Een vlakke hoek is het wederkerig treffen van twee lijnen, waarvan de uitbreiding daarenboven
een plat oppervlak is en de de aansluiting niet recht.

7: Een rechtlijnige hoek is een die bestaat uit twee rechte lijnen.

8: Een rechte hoek is welk-van-beide-je-maar-wil van die hoeken die ontstaan wanneer een rechte
lijn op een andere staat en [daarbij] de twee hoeken aan beide zijden gelijk heeft gemaakt.

9: Een loodlijn is een rechte lijn die op een [andere] rechte staand, daarbij om zich heen twee
rechte hoeken maakt.

10: Een stompe hoek is groter dan een rechte [hoek].

11: Een scherpe hoek is kleiner dan een rechte [hoek].

12: Een uiteinde is wat ergens het einde van is.

13: Een figuur is wat door een of meer uiteinden wordt afgesloten.

14: Een rechtlijnige figuur is [een figuur] dat uit rechte lijnen bestaat. Rechtlijnige figuren zijn
onder andere: driehoeken, vierhoeken en veelhoeken.

Driehoeken zijn of gelijkzijdig, als ze de zijden gelijk hebben, of gelijkbenig ,als ze gelijke benen
hebben, of scaleen.
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10

11.
12.
13.
14.

15.

16.

17.

18.

19.

."Otav 8¢ evdelo é’ edVelav cTadelon Tag
EpeETic Yoviag loag GAMAaL Torf}, 6N
EXOTEQOL TV 160V YOVOV £6TL, xab 1|
EpeoTnxuio evdelor xADeTOG %UAETTOL, EQ
N épéoTnxev.

AuBAelo Yovia E6Tiv 1| pellov 6pdTg.
"Oeto 8¢ 1| EAdGoeV 0DiC.

“0gog E6Tiv, 6 TLWOG E6TL TTEQAC.

Iyfwd &ott TO OO Twog 1 TWev 6pev
TEQLEYOUEVOV.

Kvxhog &6l oyfjwo émimedov VRO widG
Yoouufls  meptexbduevov [ xoAelTow
weQLpépeta], TEOG MY AP’ €vog Gnueiov
TV EVTOG TOD GYNUOTOS XELUEVOY TTAGOL
ol TEOGTiTTOUGHL eVdelon [TEOG THY TOD
x0%AOV TeQLPEpeLav] Toan GAMIAGLG ElGIV.
Kévtpov 6t
XKOAETTOL.

70D %xUxAOL TO GMUETOV

Avguetpog B¢ ToD %VxAov éoTiv eOVeTd Tig
B8 ToD %EVTEOV MYUEVT] X0l TEQATOVUEVT
¢’ ExaTeo TO WéEN VIO THG TOD %V%AOV
weoLpeeiag, NTig xal Siyo TéUver TOV
x0%AOV.

‘HuwxOxhov 3¢ €6TL TO TeQLeyOuevov
oo, OTO TE TRHG JLOUETEOV %ol TG
amoAauBovouévng DT adTHG TEQLPEQEiG.
%€vToV 3¢ TOD NWXVXALOV TO 0TO, O %ol
70D ®0%AOV E6TIV.

Lyuato e0d0Ypouud E6TL TG DTTO e0VeLdY
mweQLexOueva, TEimAeveo, WEV TG DTO
TELOV, TETEATAEVQO 8¢ TG VWO TEGGAQOV,
TOAMOTAEVQO, O TG VWO  TWALLOVOY 1|
TEGGAEMY eVVELOV TEQLEYOUEVCL.

10.

11.

12.

13.
14.

15.

16.

17.

18.

19.

P.W. Hemker

Wanneer een rechte, op een rechte staande,
de aan elkaar grenzende hoeken aan elkaar
gelijk maakt, is elk der gelijke hoeken recht
en de opstaande lijn heet de loodlijn op die
waarop ze staat.

Een stompe hoek is groter dan een rechte
[hoek].

Een scherpe hoek is kleiner dan een rechte
[hoek].

Een rand is wat het uiterste is.

Een figuur is wat door een rand of door ran-
den bevat wordt.

Een cirkel is een vlakke figuur, omvat door
één lijn (die de omtrek genoemd wordt), zo-
danig dat alle rechten die van één der bin-
nen deze figuur gelegen punten tot deze lijn
(d.w.z. naar de omtrek van decirkel) neer-
dalen, gelijk zijn.

En dat [éne] punt wordt het middelpunt ge-
noemd.

Een middellijn van de cirkel is een rechte
door het middelpunt en is aan beide zijden
door de omtrek van de cirkel begrensd, en zo
een rechte lijn deelt de cirkel ook in tweeén.
Een halve cirkel is de figuur begrensd door
de middellijn en de omtrek die door die
[rechte] wordt afgesneden. Het middelpunt
van de halve cirkel is dezelfde als die van de
cirkel.

rechtlijnige figuren worden omvat door
rechte lijnen; driehoekige door drie, vier-
hoekige door vier, en veelhoekige door méér
dan vier rechten.

Hiernaast een paar bladzijden uit een tweetalige uitgave van de Elementen, uit 1564. Fuclides:

FEuclidis Elementorum libri XV, Graece et Latine ..

thek VD16 E 4146]

., Coloniae, 1564 [Bayerischen Staatsbiblio-
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20. Tov 8¢ TEUITALVEOV GYNUATOY IGOTAELEOV

ugv Teiyovéy €6TL TO Tag TEELS Toag Eyov
TAEVQGG, [606xeNEG OF TO TOg dvo wdvag
toag €ov mAevpds, GxoAVOV 8E TO TG
TQEETG GVicoug €YoV TAEVQAG.

TOV  TEUTAEVEOY  GYNUATOV
6pdoyoviov uEv TEiYOVOV E6TL TO oV
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Hocverd pun&u, centrum circuliappel-

latur. 4

AucusTog 3 red xondgisiy, tubéix g Sia vod xév-
o dyivy, kel wepardpbvy 9 Exciripa Ta plpn

079 7 rod kXA ‘mgxwfﬁ'z;,i § %oy iyt TEIAYER

7OV kGxAQY.

17
Diameter autem circuli, eft re@a quedam
linea per centrum duétd,& ex veraque parte
in circuli peripheriam terminata, qua circu
lum bifariam fecat.

o
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Segmentum circuli, elt figura, qua fubre-
&alinea & circuli peripheriacontinetur.

x
Eudypaupma oy yuard bet,va bas tudawy wegie
xS

20
Re&ilinea figura,(unt qug fub reis lineis
contingntur.

Xt
Tpimhevpa by, ra dws Taav.

21
Trilatere quidem,qua {ub tribus,
TeSamivpad,ra dws reoouguy.

Quadrilaterz,qua fub quatuor.
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Van de driehoekige figuren is de gelijk-
zijdige driehoek die welke drie gelijke
zijden heeft; de gelijkbenige degene die
slechts twee zijden gelijk heeft en een
scalene driehoek eentje met drie onge-
lijke zijden.

Verder is van de driehoekige figuren
de rechthoekige driehoek degene die
een rechtehoek heeft, een stomphoekige
[driehoek] die een stompe hoek heeft, en
een scherphoekige [driehoek] degene die
drie scherpe hoeken heeft.

Van de vierhoekige figuren is het wier-
kant een die gelijke zijden heeft en rechte
hoeken, een rechthoek heeft rechte hoe-
ken maar geen gelijke zijden; de ruit
heeft gelijke zijden maar geen rechte
hoek; een parallellogram heeft tegenover
elkaar liggende zijden en hoeken gelijk,
maar is niet gelijkzijdig of rechthoekig;
de overige vierhoeken worden trapezia
genoemd.

Parallel zijn lijnen die in hetzelfde platte
vlak gelegen en naar weerszijden tot in
het oneindige verlengd, naar geen van
beide zijden elkaar ontmoeten.

LIBER PRIMVS: 4

]

x@
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A 4

xy Tle-
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1. 'Hithobo amd movtdg omueiov Emi mwav
GNUETOV EVVETY YROUUNY Gryoryely.

2. Kai mewegacuévny eddelov  xotd  TO
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P.W. Hemker

Axioma’s
1. Laat geéist worden van elk punt naar elk
punt een rechte te trekken.
2. En een beéindigde rechte samenhangend
in rechte lijn te verlengen.
3. En dat met elk middelpunt en elke af-
stand een cirkel beschreven wordt.

4. En dat alle rechte hoeken aan elkaar ge-
lijk zijn.

5. En dat, als een rechte die twee rechten
treft, de binnenhoeken an dezelfde kant
kleiner dan twee rechte hoeken maakt,
de twee rechten, tot in het oneindige
verlengd, elkaar ontmoeten aan de kant
waar de hoeken kleiner zijn dan twee
rechte hoeken.

Vervolg van de latijnse versie

15: Een gelijkzijdige [driehoek] wordt be-
grensd door drie gelijke zijden.

16: Een gelijkbenige [driehoek] is een [drie-
hoek die] slechts twee zijden gelijk heeft.

17: Een scalene driehoek is [er een die]
drie ongelijke zijden heeft. Verder kunnen
driehoeken zijn: rechthoekig als ze een rechte
hoek hebben, of scherphoekig: als ze [slechts]
scherpe hoeken hebben, of stomphoekig, als
ze een stompe hoek hebben.

18: Een rechthoekige [driehoek] is [eer een
die] een rechte hoek heeft.

19: Een stomphoekige [driehoek] is [een die
een| stompe hoek heeft.

20: Een scherphoekige die alle drie de hoeken
scherp heeft.

21: Van de vierhoekige figuren is het vierkant
wat gelijke zijden en een rechte hoek heeft.
22. Een rechthoek heeft rechte hoeken en geen
gelijke zijden.

23. Een ruit heeft gelijke zijden maar is niet
rechthoekig.

24. Een parallellogram heeft noch de zijden ge-
lijk, noch gelijke hoeken, maar toch zijn over-
liggende zijden en hoeken gelijk.

25. Een trapezium, of tafeltje, zijn vierhoekige
behalve de bovenstaande.

26. Veelhoeken worden afgesloten door méér
dan vier lijnen.

27. Evenwijdige lijnen zijn[lijnen] die in het-
zelfde vlak liggen en, naar beide zijden ver-
lengd, elkaar niet snijden, ook als ze tot in
het oneindige verlengd worden.

Axioma’s

1: alle rechte hoeken zijn aan elkaar gelijk.

2: Als een rechte lijn twee rechte lijnen snijdt
die, aan een kant van die lijn, hoeken maakt
die kleiner zijn dan twee rechte hoeken, dan
zullen die twee lijnen —als ze aan die kant
worden doorgetrokken— elkaar snijden. En
anders niet.
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3: Twee rechte lijnen sluiten geen oppervlak in.

4: Als in enige driehoek één van de twee zijden die op de basis staan, wordt neergelaten [d.w.z.
scharniert om een hoekpunt], wordt de andere noodzakelijkerwijs 6f korter 6f langer.

Wat we hier als vierde eis stellen tekent Euclides in de zevende propositie van zijn eerste boek
aan. Maar omdat het bewijs daarvan vrij moeilijk doorzien kan worden door iemand die voor
het eerst begint de elementen te leren en nog niet gewend is aan meetkundige bewijsvoeringen,

en omdat hetzelve dicht bij een vereiste ligt, hebben wij het om die reden aan het getal der
postulaten toegevoegd.

3 Duasre&asﬁ;eua;s fuperficiem nullam ¢ i

i inaliq triangulo, oru luper Dz

‘5‘3'5?7m ﬁ:aqntium dcmitc:émr,Q nsgﬁ_xggd

breuius uel'!g‘r_}glgs eri,Quamnos hic quarta

ponimué petitionem. Budlides feptima primili

bri propofitionem annotauit, V erum quia des

sonftratio eius difficilior uideri poffer, incipiz

enti primum difcere elementa,& demonftratis

onibus linearibus non dumatliero. Q, g ipfa

petitioni proxima efteiufcp ufus ad modu ras

sus,id propterea inter poffulata ed annumeraz

Communes fententiz, “";‘W ujpus,

1 Queciticp uni & eidem funt equalidinter fe {une
xqualia,

2 Sizequalib® ¢qualiaaddant,aggregata fict equas

3 Siabxqualibus equaliaauferatur,refis  (lia,

dua eruntequalia, i
4 Siabinzqualibus 2equalia auferant,refidua ertie
inaequalia.
¢ Siinequalibus 2equaliaaddant,aggregata erunt
inequalia.
é Siduceres fuerintuni duplices,ipfee fibiinuicem
“eruntacquales.,

7 Sifuerine duze res quariiutracgunius & eiufdé

eft dim dium,erunt fibiinuicem gquales,.

8 Siqua resalteri fuperponatur appliceturcp ei, \]\

nec excedat alteraalterd,ha crunt fibiinui -E:“'
quales.Etecontrario. °., fz‘-fy ot 1
. d
2 Omne totum maius e&ﬁ;partc. P
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Algemene inzichten

. Dingen gelijk aan hetzelfde, zijn ook

aan elkaar gelijk.

. En als men bij gelijke dingen gelijke

voegt, zijn de totalen gelijk.

. En als men van gelijke dingen gelijke

afneemt, zijn de resten gelijk.

. [Wanneer gelijke dingen aan ongelijke

dingen worden toegevoegd is het ge-
heel ongelijk] *)

. [Dingen die het dubbele van hetzelfde

zijn, zijn gelijk.] *)

. Dingen die de helft zijn van hetzelfde,

zijn hetzelfde.

. En dingen die op elkaar passen zijn ge-

lijk.

. En het geheel is groter dan het deel

. [Twee rechte lijnen omvatten geen

ruimte.] *)

De geleerden zij het erover eens dat de inzichten 4, 5 en 6 later zijn toegevoegd en overbodig

zijn.

De latijnse versie

Algemene gevoelens

0O Uik Wi

: Al wat aan een en hetzelfde gelijk is, is onderling gelijk

: Als aan gelijke dingen gelijke dingen worden toegevoegd, zijn de resultaten gelijk.

: Als van gelijke dingen gelijke dingen worden afgenomen, zijn de resten gelijk.

: Als van ongelijke dingen gelijke dingen worden afgenomen, zijn de resten ongelijk.

: Als aan ongelijke dingen gelijke dingen worden toegevoegd, zijn de resultaten ongelijk.

: Als twee dingen het dubbele van hetzelfde zijn, zijn ze zelf op hun beurt weer gelijk.

: Als twee dingen beide elk de helft van hetzelfde zijn, zijn ze zelf op hun beurt weer gelijk.
: Als een zaak op een andere wordt gelegd en en erop wordt aangepast en de een de ander

niet overtreft, zijn deze onderling gelijk. En het omgekeerde.

9: Elk geheel is groter dan zijn deel.

10: Het geheel is gelijk aan de som van al zijn delen tesamen.
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: 8ulus < fuperpofitus et angulo b <7 cummon excedt, negsab eo exce

Op deze pagina, die op de Communes sententiae volgt, beginnen meteen de ‘Proposities’, dat
zijn de constructies en de stellingen.

De eerste ‘Propositio prima’ is de constructie van een gelijkzijdige driehoek op een gegeven basis.
De tweede ‘Secunda propositio’ is de stelling dat twee driehoeken congruent zijn als ze twee zijden
en de ingesloten hoek gelijk hebben.

De eerste propositie is ook de eerste propositie in het oorspronkelijke werk van Euclides. De
tweede propositie in deze Latijnse vertaling is propositie 4 bij Euclides.



